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В пособии подробно разбирается построение линейных пространств 

графов и освещается вопрос их применения при расчете линейных электри-

ческих цепей матрично-топологическими методами. Приводятся подробно 

разобранные задачи с расчетами в пакете Mathcad.  

Для студентов радиоэлектротехнических специальностей 1-х и 2-х кур-

сов технических вузов. 
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Введение 

В связи с развитием техники, усложнением применяемых в этой обла-

сти устройств и повышением требований к их точности, для анализа работы 

и расчета характеристик этих устройств в современной электротехнической 

литературе большое внимание стали уделять компьютерным методам расчё-

та. К таким методам, в первую очередь, относятся матрично-топологические 

методы, благодаря которым процедура формирования математических моде-

лей линейных электрических цепей в виде матричных уравнений наиболее 

наглядна, проста и согласована с последующим их численным решением при 

помощи стандартных программ или универсальных математических пакетов 

(MathCAD, MathLAB и др.). Строгое математическое обоснование этих ком-

пьютерных методов можно найти в литературе [1], [2]. Оно опирается на раз-

делы из теории графов, которые изучают построение и свойства линейного 

пространства графа и двух его подпространств: контуров и сечений. Но этот 

теоретический материал не включён ни в курс дискретной математики, ни в 

курс электротехники, ни в последующие специальные курсы, читаемые в 

техническом вузе. Кроме того, недостаток знаний о пространствах графов 

трудно восполнить самостоятельно, так как подходящая литература издава-

лась в основном в 60 -70-е годы. В результате студенты, изучающие курс 

«Теоретические основы электротехники», плохо понимают матрично-

топологические методы и, как следствие, имеют недостаточные навыки их 

применения при компьютерных расчётах электрических цепей.  

Удельный вес матрично-топологических методов в последние годы 

продолжает возрастать, поэтому мы считаем, что курс математики в техниче-

ском вузе должен учитывать эти современные тенденции и включать необхо-

димые теоретические концепции прикладной математики.  

Для ликвидации данного пробела в математическом образовании электро- 

и радиоинженеров предлагается учебное пособие «Линейные пространства 

графов и матрично-топологические методы расчёта электрических цепей», 

основная цель которого состоит в том, чтобы на начальном этапе обучения в 
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простой и доступной форме дать математическое обоснование компьютер-

ных методов расчёта электрических цепей, объяснить многие положения и 

операции, используемые при анализе цепей. Отметим, что в последнее время 

алгебраическими методами выполнено большое количество расчетов, посвя-

щённых не только анализу, но и синтезу электрических цепей. Знание линей-

ных пространств графов значительно облегчает решение задач синтеза, по-

этому данный материал способствует качественной подготовке будущих 

электро- и радиоинженеров.  

Содержание пособия является необходимым теоретическим фундамен-

том для решения профессионально ориентированных задач не только из 

электротехники, но и из теории кодирования информации. Например, стан-

дартная задача на нахождение координат вектора при переходе от одного ба-

зиса к другому в пространстве неориентированных подграфов, в теории ко-

дирования связана с перекодировкой (в равномерном алфавитном двоичном 

кодировании смена базиса приводит к перекодированию всех векторов, ко-

ординаты которых можно представлять некими кодовыми словами). 

Так как материал учебного пособия предназначен первокурсникам, то 

даны определения только связных планарных графов и их остовных подгра-

фов. Чтобы не было расхождения с терминологией, которая используется в 

электротехнической и математической литературе, определения и обозначе-

ния взяты из учебников по курсу «Теоретические основы электротехники». 
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1. Основные определения 

Теорию графов с полным основанием можно считать разделом при-

кладной математики. Она широко используется в различных областях науки 

и техники для моделирования отношений между объектами. Теория электри-

ческих цепей – одна из наиболее старых областей применения графов. Ещё в 

1847 г. Кирхгоф, заменив каждую электрическую цепь соответствующим ей 

графом, разработал простую, но эффективную методику расчета электриче-

ских цепей. 

Первой публикацией по теории графов считается работа Л.Эйлера 1736 

года, в которой решается задача о кенигсбергских мостах, хотя сам термин 

«граф» появился намного позже. Его ввел в 1936 году венгерский математик 

Денеш Кёниг в монографии «Теория конечных и бесконечных графов». Об-

щепризнанно, что только после выхода упомянутой книги, теория графов 

стала рассматриваться как отдельная математическая дисциплина. 

Графами были названы схемы, состоящие из точек (узлов) и соединя-

ющих эти точки отрезков прямых или кривых (ветвей). Примеры графов 

изображены на рис.1.1. 

 

Рис.1.1 

А 

В 

С 

D 

E 

 

С помощью графов часто упрощается решение задач, сформулирован-

ных в различных областях знаний: автоматике, электронике, физике, химии и 

др. С помощью графов изображаются схемы дорог, газопроводов, тепло- и 

электросетей.  

Для многих целей безразлично, как именно изображён граф. Однако 

графы, изображающие схемы электрических сетей населённых пунктов или 

электрические схемы радио- и телевизионных приемников, должны быть 
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начерчены таким образом, чтобы ветви пересекались только в узлах, так как 

пересечение двух ветвей на схеме – это пересечение проводов в сети, которое 

приводит к короткому замыканию в системе. 

Граф, который можно начертить на плоскости так, чтобы его ветви пе-

ресекались только в узлах, называется плоским или планарным графом. 

Топологические исследования Казимира Куратовского, проведённые в 

30-х годах, показали, что любой граф имеет геометрическую реализацию на 

плоскости, если он не содержит одну или обе структуры, показанные на 

рис.1.2. Эти структуры называются основными непланарными графами Ку-

ратовского. 

 

Рис.1.2 

а) б) 

 

Далее мы будем рассматривать только планарные графы, так как они 

применяются в электротехнике. 

Пусть V - конечное непустое множество и Е – некоторый набор неупо-

рядоченных пар элементов из V. В наборе Е могут встречаться как пары, со-

стоящие из одинаковых элементов, так и одинаковые пары. Множество V и 

набор Е определяют конечный неориенти-

рованный граф G=(V,E). Элементы множе-

ства V называются узлами (вершинами) гра-

фа, а элементы набора Е - ветвями (рёбра-

ми) графа. 

Пусть дан граф G=(V,E), где 

 mvvvV ,...,, 21  - множества узлов и 

  1  ,,...,, 21  neeeE n  - множество ветвей. Каждая ветвь Еek   определяется 

 

Рис.1.3 
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6v  
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4v  
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парой узлов iv , jv V и обозначается  jik vve , . Узлы iv  и jv  называются 

концевыми узлами ветви ke . 

Если  iik vve , , то ветвь ke  называется петлёй. 

В множестве Е может быть несколько ветвей с одинаковыми концевы-

ми узлами. Такие ветви называют кратными.  

Обычно граф изображают диаграммой: узлы - точками, ветви – линия-

ми.  

На рис.1.3 приведён пример диаграммы графа G=(V,E), имеющего узлы 

 654321 ,,,,, vvvvvvV   и ветви  654321 ,,,,, eeeeeeE   такие, что  631 ,vve  , 

 322 ,vve  ,  323 ,vve  ,  114 ,vve  ,  415 ,vve  ,  626 ,vve  . В этом графе 2е  

и 3е  - кратные ветви, 4е  - петля.  

Пусть Vvv ji ,  - узлы,  jik vve ,  - соединяющая их ветвь. Если узел 

iv  является концом ветви kе , то говорят, что узел iv  и ветвь kе  инцидентны. 

Отношение инцидентности есть отношение между разнородными элемента-

ми – между узлами и ветвями. Термин «инцидентность» означает отношение 

объектов типа «проходят через…», «соединены с …». 

Узлы iv  и jv  графа G называются смежными, если существует ветвь 

графа G, соединяющая их (т.е.   Еvv ji , ). Две ветви называются смежными, 

если они имеют общий узел. Отношение смежности является отношением 

между двумя подобными элементами – или только между узлами, или только 

между ветвями.  

Например, на рис.1.3 ветвь 1е  инцидентна узлам 3v  и 6v , и наоборот, 

узел 3v  инцидентен ветви 1е , узел 6v  инцидентен ветви 1е . Узлы 3v  и 6v  яв-

ляются смежными узлами, а ветви 1е  и 6е  - смежными ветвями. 

Число ветвей, инцидентных узлу v (петля учитывается дважды), назы-

вается степенью узла v и обозначается δ(v). Например, для графа на рис.1.3 

можно записать следующие равенства: δ(v2)=3, δ(v3)=3, δ(v4)=1, δ(v5)=0, 
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δ(v6)=2. По определению петля при вершине добавляет 2 в степень соответ-

ствующей вершины, поэтому δ(v1)=3. 

Узел степени 0 называется изолированным. На рис.1.3 узел 5v  - изоли-

рованный. 

Граф G0, состоящий только из изолированных узлов, называется вы-

рожденным (нулевым графом), т. е. G0 =(V, Ø). 

Узел называется нечётным, если степень этого узла нечетная, чётным 

– если степень этого узла чётная. Для графа показанного на рис.1.3 чётными 

будут узлы v5 и v6 , а нечётными – v1 , v2 и v3. 

Довольно часто приходится находить число ветвей графа. Их можно, 

конечно, пересчитать непосредственно, но проще сосчитать число ветвей в 

каждом узле отдельно и сложить все эти числа. При этом каждая ветвь будет 

сосчитана дважды, так как она соединяет две вершины, поэтому общее число 

ветвей графа будет равно половине этой суммы. Так, например, число ветвей 

графа рис.1.3 равно              6
2

1
654321  vvvvvv  , что 

можно проверить непосредственно. 

Сформулируем этот результат в общем виде. 

Свойство 1.1. Сумма степеней узлов графа является чётным числом, 

равным удвоенному числу ветвей графа. 

Доказательство. Пусть G=(V,E) – произвольный конечный граф. Чис-

ло узлов и число ветвей графа G обозначим соответственно V  и E . Так как 

каждая ветвь графа связывает два узла, то появление каждой новой ветви до-

бавляет по единице к степеням двух узлов (или в случае петли два к степени 

одного узла), поэтому имеем  



Vv

Ev 2 . 

Свойство 1.2. В конечном графе число вершин нечётной степени чёт-

но. 

Доказательство. Рассмотрим произвольный граф G=(V,E).  
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На графе, как известно, можно различать два типа узлов: чётные и не-

чётные. Если V0 – множество узлов чётной степени, а V1 – нечётной степени, 

то сумма степеней узлов имеет вид      




10 VvVvVv

vvv  . Так 

как  



Vv

Ev 2 , а  
 0Vv

v  является конечной суммой чётных чисел, то 

 
Vv

v  и  
 0Vv

v  чётные числа. Отсюда следует, что конечная сумма нечёт-

ных чисел      




01 VvVvVv

vvv   является чётным числом, а это возмож-

но только при наличии чётного числа слагаемых. 

Свойство 2 справедливо и в случае, когда граф вовсе не содержит не-

чётных узлов, так как 0 является числом чётным. 

 

2. Элементы графов 

Последовательность  kvevevev kkk  2   ,,..., ,,,, 12110 , в которой чере-

дуются узлы и ветви и при этом для каждого ki ,...,2,1  ветвь ie  имеет вид 

 ii vv ,1 , называется маршрутом, соединяющим узлы 0v  и kv . Маршрут 

называется замкнутым, если kvv 0 . 

Маршрут, в котором все ветви 

разные, называется цепью. Замкнутая 

цепь называется контуром. 

Цепь, в которой все узлы раз-

ные, называется простой цепью. Кон-

тур, в котором все узлы, кроме перво-

го и последнего, разные, называется простым контуром.  

Например, для графа, изображённого на рис.2.1, имеем: 

2v , 5e , 5v , 9e , 4v , 4е , 2v , 5e , 5v , 6e , 6v  - маршрут, но не цепь, т. к. ветвь 5e  встре-

чается два раза; 

1v , 1e , 2v , 5e , 5v , 9e , 4v , 3e , 3v , 2e , 2v , 1e , 1v  - замкнутый маршрут, но не контур, 

т.к. ветвь 1e  встречается дважды; 

 

Рис.2.1 

5е  
2v  

1v  
3v  

4v  

5v  7v  

6v  1е  2е  
3е  

4е  

9е  

6е  7е  

8е  
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1v , 1e , 2v , 2e , 3v , 3e , 4v , 4е , 2v , 5e , 5v  - цепь, но не простая цепь, т.к. узел 2v  

встречается два раза; 

6v , 7e , 7v , 8e , 5v , 9e , 4v , 4е , 2v , 5e , 5v , 6e , 6v  - контур, но не простой, т.к. узел 5v  

встречается дважды; 

7v , 8e , 5v , 9e , 4v , 3e , 3v , 2e , 2v , 1e , 1v  - простая цепь; 

4v , 4е , 2v , 5e , 5v , 9e , 4v  - простой контур. 

Теорема 2.1. Если в графе степень каждой вершины не меньше двух, то 

в нем есть контур. 

Доказательство. Найдем в графе простую цепь наибольшей длины. 

Пусть это 1v , 1e , 2v , 2e ,…, 1nv , 1ne , nv . Узел nv  смежен с 1nv , а так как его 

степень не меньше двух, то он смежен еще хотя бы с одним узлом, допустим, 

с x . Если бы x  был отличен от всех узлов цепи, то последовательность 

1v , 1e , 2v , 2e ,…, 1nv , 1ne , nv , ne , x  была бы простой цепью большей длины. 

Следовательно, узел x  - это один из узлов цепи, т.е. ivx  , причем 1 ni . 

Но тогда iv , ie , 1iv , 1ie ,…, 1nv , 1ne , nv , ne , iv   - контур.  

Важным понятием в теории графов является связность. Два узла iv  и 

jv  называются связными в графе G, если в нём существует простая цепь, со-

единяющая эти узлы. Узел связан сам с собой. 

Граф называется связным, если любые два его узла могут быть соеди-

нены простой цепью. Например, граф, представленный на рис.2.1, связный.  

Несвязный граф можно разбить на несколько отдельных связных гра-

фов, называемых компонентами связности исходного графа. Например, у 

графа на рис.2.2 а) имеется четыре компоненты связности, а у графа на 
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1е  2е  
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4е  

5v  
2v  

1v  
3v  

4v  
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рис.2.2 б) - две. Таким образом, компонентами связности являются макси-

мальные по включению связные подграфы данного графа.  

Отметим, если граф G связен, то он имеет только одну компоненту 

связности, которая является самим графом G и если узел изолированный, его 

также следует рассматривать как компоненту связности, поскольку по опре-

делению узел связан сам с собой.  

Для получения новых графов используются разнообразные операции. 

Рассмотрим только две простейшие: удаление и добавление ветви. При уда-

лении ветви сохраняются все узлы графа и все его ветви, кроме удаляемой. 

Обратная операция – добавление ветви. 

Граф G1=(V1,E1) называется подграфом графа G=(V,E), если VV 1 , 

ЕЕ 1  и два несмежных узла в G не смежны в G1.  

Ясно, что произвольно заданная пара подмножеств порождает подграф 

тогда и только тогда, когда ØV 1  и 1Eek   1, Vvv ji  :  jik vve , . Иначе 

говоря, включив в E1 некоторую ветвь графа G , необходимо также включить 

в V1 те узлы G, которые соединяются этой ветвью. Графы на рис.2.2 являются 

подграфами графа G на рис.2.1. 

Подграф G1=(V, E1) графа G=(V,E) называется остовным, если VV 1  и 

ЕЕ 1 . Остовный подграф может быть получен из графа удалением некото-

рых ветвей, узлы же остаются в неприкосновенности. На рисунке 2.2 изоб-

ражены два подграфа графа G рис.2.1. Подграф рис.2.2 а) – остовный, а под-

граф на рис.2.2 б) остовным не является, т.к. не хватает вершины 7v . 

Если из связного графа G удалить минимальное число ветвей так, что-

бы сохранить все узлы, но разрушить замкнутые контуры, то получится 

остовный подграф Т, который называется деревом графа G.  

Таким образом, под деревом графа понимают совокупность ветвей, ко-

торые касаются всех узлов, но не образуют ни одного замкнутого контура. 
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Из одного и того же графа может быть образовано несколько различ-

ных деревьев. Подграфы 1Т  и 2Т  на рис.2.3 являются деревьями графа G 

рис.2.1. 

 

Число ветвей дерева на единицу меньше числа узлов, т.е. если УN  – 

число узлов, то число ветвей дерева графа  1 УД NN . 

Удаленные из графа для образования дерева ветви называются хордами 

(ветвями связи). Если обозначить число ветвей графа - ВN , а число хорд - 

ХN , то   ДВУВХ NNNNN  1 . 

Число хорд XN  называют цикломатическим числом графа, а число 

ветвей дерева ДN  - рангом графа. 

Примечание. Далее мы будем рассматривать только связные планар-

ные графы без петель и их остовные подграфы. Поэтому остовные подграфы 

будем называть просто подграфами, пропуская слово «остовные». 

 

3. Эйлеров граф 

Эйлеров контур – это замкнутая цепь, содержащая все узлы и все ветви 

графа. Граф, который имеет эйлеров контур, называется эйлеровым.  

Из определения ясно, что эйлеров граф должен быть связным.  

Теорема 3.1. (Эйлер, 1736). Связный граф эйлеров тогда и только тогда, 

когда каждый его узел имеет чётную степень. 

Доказательство. Необходимость. Если связный граф G эйлеров, то в 

G существует эйлеров контур, который обозначим С. Каждое прохождение 
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конкретного узла в С вносит 2 в степень этого узла и, поскольку каждая ветвь 

графа G появляется точно один раз в С, то любой узел должен иметь чётную 

степень.  

Достаточность. Пусть в связном графе G степени всех узлов чётны, и 

пусть   ,,..., ,,,, 12110 kkk vevevevH   есть длиннейшая цепь в G, использую-

щая все ветви графа G не более одного раза. Поскольку расширить цепь Н 

нельзя, она уже включает в себя все ветви при узле kv , и, по предположению, 

все узлы чётные, то 0vvk  , т. е. цепь Н замкнута. 

Покажем, что эта замкнутая цепь является эйлеровым контуром. Пред-

положим, что Н не эйлеров контур. Тогда в графе G есть ветвь е, не входящая 

в цепь Н, но инцидентная вершине из Н, например,  ivuе , . Тогда цепь  

  ,,..., ,,,,,,...,,,, 21111 iikkkii veeveveveveu  длиннее, чем Н. Противоречие.  

Теорема 3.2. Граф G называется графом Эйлера тогда и только тогда, 

когда G есть объединение простых контуров. Причём не существует двух 

контуров, имеющих общую ветвь. 

Доказательство. Достаточность. Если граф G представляет собой 

объединение простых контуров, не имеющих общих ветвей, то степень каж-

дого узла чётная, и такой граф называется графом Эйлера.  

Необходимость. Пусть G – граф Эйлера, начинаем обход с произволь-

ного узла v. Так как он имеет чётную степень, то существует ветвь e , связы-

вающая этот узел с некоторым узлом v. В силу чётности узла v найдётся 

ветвь e  , которая:  

1) связывает узел v с узлом v, в этом случае получим контур, который 

удалим; 

2) связывает узел v со следующим узлом v  , в этом случае, в силу чёт-

ности v   существует ветвь e  , связывающая узел v   либо с узлом v, либо с 

другим узлом v  . В первом случае получим контур, который удалим, во вто-

ром – продолжим процесс. 
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В результате этих действий строится первый контур, который удаляет-

ся из графа G. Так как дополнение (остаток) в графе G является графом Эй-

лера, то аналогичным образом можно построить второй контур, который 

также удаляется. Этот процесс продолжается до тех пор, пока не останется 

ветвей.  

 

4. Пространство неориентированных подграфов. 

Пусть G=(V,E) – неориентированный граф с пронумерованным множе-

ство ветвей   1  ,,...,, 21  neeeE n  и множеством вершин  mvvvV ,...,, 21 . 

Множество всех подмножеств Е' множества Е, включая и пустое мно-

жество Ø, обозначим через Е(G)={Еk'}. 

Множество всех подграфов G'=(V,E') графа G=(V,E), включая нулевой 

граф и сам граф G, обозначим W(G)={Gk'}. 

Множеством всех строк  na    ...,  ,  , 21  длины п с компонентами 

n   ...,  ,  , 21  из поля GF(2), обозначим Кп. 

Между множествами W(G) и Е(G) существует взаимно однозначное со-

ответствие, так как каждому подграфу Gk=(V, Еk') графа G соответствует 

единственное подмножество Еk' множества Е(G) и наоборот. 

Отнеся каждому подграфу Gk'=(V,Ek') строку чисел  nа    ...,  ,  , 21 , 

в которой 










,  если  ,0

,  если  ,1

ki

ki

i
Ee

Ee
  

 ni  ..., ,2 ,1 , тем самым определили взаимно однозначное соответствие 

между множеством W(G) и множеством Кп. 

Следовательно, между множествами W(G), Е(G) и Кп существует вза-

имно однозначное соответствие. 

Введём операции сложения на множествах W(G), Е(G) и Кп. 
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Сложение 

 

 

Кп 

nКb,а  , где  na   ...,  , , 21  и  nb   ...,  , , 21  имеем 

     ....,  ,,...,  ,,...,  ,, 22112121 nnnnbа  

Сумма bа   есть строка длины п с компонентами из поля GF(2), по-

этому nКbа   и множество Кп замкнуто относительно операции 

сложения. 

 

 

 

Е(G) 

Е(G),ЕЕ ji   имеем 

       ijjijijiji EEEEEEEEЕЕ \\\   . 

Сумма ji ЕЕ   означает, что элемент kе  принадлежит ji ЕЕ   тогда 

и только тогда, когда он принадлежит либо только iЕ , либо только 

jЕ  (берётся объединение этих двух множеств, но элементы, которые 

при этом встречаются дважды, выбрасываются), поэтому ji ЕЕ   бу-

дет подмножеством множества Е, т.е. Е(G)ЕЕ ji  . Это означает, 

что Е(G) - замкнутое множество относительно операции сложения. 

 

 

W(G) 

W(G),GG ji  , где  ii EVG ,  и  jj EVG ,  имеем 

 jiji EEVGG  , . 

Так как ji ЕЕ   подмножество множества Е, то  jiji EEVGG  ,  

подграф графа G, т.е.  GWGG ji   и операция сложения замкнута 

в множестве W(G). 

 

На рисунке.4.1 приведён пример графа 

G=(V,E) с множеством узлов  4321 ,,, vvvvV   и 

ветвей  4321 ,,, eeeeE  . Ему соответствуют множе-

ства W(G), Е(G), К4, взаимно однозначное соответ-

ствие между которыми зададим таблицей. 

 

 

 

Рис.4.1 
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 W(G)        Е(G)         К4 

 00 , EVG                Ø0 E                                 0  0  0  00 a  

 11 , EVG                 11 eE                                 0  0  0  11 а  

 22 ,EVG                 22 eE                               0  0  1  02 а  

 33 , EVG                 33 eE                                0  1  0  03 а  

 44 ,EVG                 44 eE                               1  0  0  04 а  

 55 , EVG                 215   , eeE                          0  0  1  15 а  

 66 , EVG                 316   , eeE                          0  1  0  16 а  

 77 ,EVG                 417   , eeE                          1  0  0  17 а  

 88 , EVG                 328   , eeE                          0  1  1  08 а  

 99 , EVG                 429   , eeE                          1  0  1  09 а  

 1010 , EVG               4310   , eeE                       1  1  0  010 а  

 1111 , EVG               32111   ,  , eeeE                   0  1  1  111 а  

 1212 , EVG               42112   ,  , eeeE                  1  0  1  112 а  

 1313 , EVG               43113   ,  , eeeE                  1  1  0  113 а  

 1414 , EVG               43214   ,  , eeeE                 1  1  1  014 а  

 1515 , EVG               432115   ,  ,  , eeeeE            1  1  1  115 а  

 

Приведём примеры операций сложения для некоторых элементов из этой 

таблицы. 

 66 ,EVG     316   , eeE     0  1  0  16 а , 

 1414 , EVG     43214   ,  , eeeE     1  1  1  014 а , 

в К4           12146 1 0 1 11 1 1 00 1 0 1 ааа  ; 

в Е(G)  

          1242134321146146146   ,  ,\  ,  ,  ,\ ЕeeeeeeeeEEEEEE   ; 
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в W(G)        1212146146 ,, GEVEEVGG  . 

Последние равенства вытекают из равенства, полученного для множеств 

146 ЕE  . Сумма графов 146 GG   показана на рис. 4.2. 

 

Упражнение. Доказать, что относительно введённых операций множества 

W(G), Е(G) и Кп образуют коммутативные группы.  

Если мы покажем, что взаимно однозначное соответствие между W(G) 

и Кn сохраняет групповую операцию, то тем самым докажем изоморфизм 

групп W(G) и Кn . 

Пусть G1,G2W(G),  ba, Кп  и 

G1=(V, Е1')   na    ...,  ,  , 21 , G2=(V, Е2')   nb    ...,  ,  , 21 , тогда 

G1+G2=(V, Е1'+ Е2')  ba  , т.к.  

   










.,  если  ,0

,, или ,  если  ,1

21

2121

EeEe

EeEeEeEe

ii

iiii

ii   

Ещё одной коммутативной группой, изоморфной группе W(G), будет 

Е(G). Действительно, если G1,G2W(G), E1,E2Е(G) и G1=(V,E1)  E1, 

G2=(V,E2)  E2, то G1+G2=(V, E1+E2).  E1+E2. 

Мы не будем различать между собой эти три группы и обозначим их 

одним и тем же символом W(G). 

Введённую группу W(G) удобно рассматривать как линейное простран-

ство над полем GF(2) со сложением по модулю два и обычным умножением 

(0∙0=0, 0∙1=0, 1∙0=0, 1∙1=1). Линейная зависимость системы элементов 

maaa ,...,, 21 W(G)  1m  означает существование такой непустой подсисте-

мы, которая в сумме даёт нулевой элемент 0 . Так как элементы 

3е
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 0  ...,  ,0  ,11 е ,  0  ...,  ,1  ,02 е , …,  1  ...,  ,0  ,0nе                         (4.1) 

(однорёберные подграфы) линейно независимы, а любой подграф через них 

линейно выражается как  

nn еееa   ...2211 ,                              (4.2) 

то эти п подграфов образуют базис пространства W(G), в силу чего его раз-

мерность   nGW dim . Из приведённых рассуждений вытекает следующая 

теорема. 

Теорема 4.1. Для графа G пространство W(G) является п-мерным ли-

нейным пространством над полем GF(2). 

Разложение (4.2) запишем в матричной форме  

   























n

nnnn ееееееa








...

......  ...,  ,  ,
2

1

21221121  

В базисе (4.1) подграфу взаимно однозначно соответствует столбец его 

координат:    Тnа    ...,  ,  , 21 . При этом линейные операции над подгра-

фами в координатной форме выглядят следующим образом: 

   Тna    ...,  ,  , 21 ,    Тnb    ...,  ,  , 21 ,  

     Т

nnba    ...,  , , 2211 ,  

   Т

na    ...,  ,  , 21 . 

Примечание. Необходимо различать компоненты вектора и его коор-

динаты в некотором базисе. Мы используем для них одинаковое обозначе-

ние, хотя следует помнить, что координаты вектора совпадают с его компо-

нентами только в каноническом базисе. 

Знакомые алгебраические понятия, такие как линейная зависимость, 

ранг матрицы, обращение матриц и т.д., справедливы в любом поле. Они 

применимы и к полю GF(2). Определитель матрицы в этом поле вычисляется 

как в арифметике действительных чисел, за исключением того, что в двоич-

ной алгебре не существует знака минуса. Проиллюстрируем это на примере. 
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Пример 1. Для графа G на рис.4.1 в пространстве W(G) заданы два раз-

личных базиса:  0  0  0  11 a ,  0  0  1  02 a ,  0  1  0  03 a ,  1  0  0  04 a  и 

 0  0  1  11 a ,  0  1  0  12 a ,  1  0  0  13 a ,  0  1  1  14 a . Найти координаты 

вектора  1  1  1  115 a  в базисе { 1a , 2a , 3a , 4a }. 

Решение. Выпишем матрицу перехода от базиса { 1a , 2a , 3a , 4a } к ба-

зису { 1a , 2a , 3a , 4a }: 























0100

1010

1001

1111

Т . 

Найдём в алгебре по модулю 2 матрицу, обратную матрице Т. 

Разложим определитель по 4-ой строке 

1111111001111011101

110

101

111

1

0100

1010

1001

1111

Т  

Заметим, что в этих расчётах знаки только положительные, но все 

остальные правила те же, что и в обычной арифметике. Алгебраические до-

полнения элементов определителя матрицы Т такие: 

1
10

01
1

010

101

100

11 A    1
10

01
1

010

100

101

12 A    0

000

110

101

13 A  

1

100

010

001

14 A    0

010

101

111

21 A    1
01

10
1

010

100

111

22 A  

0

000

110

111

23 A    1

100

010

111

24 A    1
10

11
1

010

100

111

31 A  
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011
11

11
1

010

101

111

32 A   0

000

101

111

33 A   

1
01

11
1

100

001

111

34 A  

1
11

10
1

101

100

111

41 A     1
01

11
1

100

101

111

42 A  

1
11

10
1

110

101

001

110

101

111

43 A  1
01

11
1

010

001

111

44 A  

Следовательно, обратная матрица 























1111

1000

1011

1101

1Т . 

Покажем, что в алгебре по модулю 2 обратную матрицу 1Т , можно 

найти и методом элементарных преобразований. 

 

 





















 





















ю-1
 прибавим

строке
й-2 ко

ю-4  и ю-3
строке й-1 к

 прибавим

1000

0100

0010

1101

0100

1010

1001

0001

1000

0100

0010

0001

0100

1010

1001

1111

 

 























 























1000

1011

1111

1101

0100

0010

1000

0001

1000

0100

1111

1101

0100

1010

1000

0001

ю-2
 прибавим

строке
 й-3 к
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



















 

1111

1000

1011

1101

1000

0100

0010

0001

строки переставим
матрица, единичная

получилась слева чтобы

. 

Используя формулу преобразования координат при преобразовании ба-

зиса, находим  

   

































































 

0

1

1

1

1

1

1

1

1111

1000

1011

1101

1 aTa ,  

откуда   4321432115 0111

0

1

1

1

      aaaaaaaaa 





















 . 

Так как в теории кодирования информации дело имеют, как правило, с 

двоичной системой, то задачу, на нахождение координат вектора при перехо-

де от одного базиса к другому, в теории кодирования связывают с перекоди-

ровкой. Например, в рассмотренном выше примере вместо  1  1  1  115 a  по-

явился код 1110, что соответствовало кодовому слову  0  1  1  111 а . Таким 

образом, смена базиса приводит к перекодированию всех векторов, координа-

ты которых можно представлять некими кодовыми словами. 

В пространстве W(G) можно ввести скалярное произведение векторов 

a  и b  так же как и в арифметическом: 

  nnba   ..., 2211 . 

Так как W(G) - линейное пространство над полем GF(2), то  ba,  будет нулём 

или единицей. 

При нахождении набора базисных векторов или при определении раз-

мерности пространств W(G) важно установить, является ли данная совокуп-

ность векторов  ia  линейно независимой. Это можно сделать несколькими 
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способами, в частности, если система векторов  ia  зависимая, то составлен-

ный на их основе определитель Грама равен нулю. Например, для бази-

са { 1a , 2a , 3a , 4a } пространства W(G) графа рис.6 определитель Грама: 

       
       
       
       

1

1100

1011

0101

0110

,,,,

,,,,

,,,,

,,,,

44342414

43332313

42322212

41312111













aaaaaaaa

aaaaaaaa

aaaaaaaa

aaaaaaaa

 . 

Теперь в этом же пространстве поставим перед собой задачу выбора 

системы базисных векторов таким образом, чтобы в нее входили векторы 

 0  1  1  111 а  и  1  1  1  014 а . Так как   4dim GW , то испытаем четыре 

вектора  0  0  1  02 а ,  1  0  0  04 a ,  0  1  1  111 а  и  1  1  1  014 а  на неза-

висимость. С этой целью вычислим соответствующие скалярные произведе-

ния:  

  1, 22 aa ,     0,, 2442  aaaa ,     1,, 211112  aaaa ,     1,, 214142  aaaa  

  1, 44 aa ,     0,, 411114  aaaa ,     1,, 414144  aaaa ,   1, 1111 aa  

    0,, 11141411  aaaa ,   1, 1414 aa . 

Определитель Грама отличен от нуля: 

1

1011

0101

1010

1101

 . 

Следовательно, четыре вектора 2а , 4а , 7а  и 14а  могут составить базис. 

Примечание. В пространстве W(G) нельзя дать определение ортого-

нальности, имеющее смысл. Поэтому для подпространств пространства W(G) 

понятие ортогонального дополнения не вводится. 

5. Ориентированный граф. 

В большинстве случаев применяются графы, у которых каждая ветвь  
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имеет ориентацию (направление). Если ветвь  jik vve ,  ориентированная, 

то она идёт из вершины iv  в вершину jv , при этом 

iv  называется начальной вершиной, а jv  - конечной 

вершиной ke . На графе ориентация ветви показыва-

ется стрелкой, направленной от начальной вершины 

к конечной. Например, у графа на рис.5.1 ветви 

1e , 2e , 4e  - ориентированные, а ветвь 3e  не имеет ориентацию. 

Граф, в котором каждая ветвь имеет ориентацию, называется ориенти-

рованным графом. Граф на рис.5.1 ориентированным назвать нельзя, т.к. 

ветвь 3e  не ориентирована. 

Пусть L=(V,E) – ориентированный граф с пронумерованным множе-

ство ветвей   1  ,,...,, 21  neeeE n  и множеством вершин  mvvvV ,...,, 21 . 

Неориентированный граф G=(V,E), получающийся в результате снятия 

ориентации с ветвей ориентированного графа L, называется неориентиро-

ванным графом, лежащим в основе графа L.  

Для ориентированного графа L определения подграфа, маршрута, цепи, 

пути и контура остаются прежними. Поэтому эти понятия являются общими 

для графов L=(V,E) и G=(V,E). 

 

6. Пространство обобщённых подграфов ориентированного графа. 

Пусть L=(V,E) – ориентированный граф с пронумерованным множе-

ство ветвей   1  ,,...,, 21  neeeE n  и множеством вершин  mvvvV ,...,, 21 . 

Множество всех подмножеств Е' множества Е, включая и пустое мно-

жество Ø, обозначим через Е(L)={Еk'}. 

Множество всех подграфов L'=(V,E') графа L=(V,E), включая нулевой 

граф и сам граф L, обозначим W(L)={Lk'}. 

Множество всех строк  na    ...,  ,  , 21  длины п с компонентами 

n   ...,  ,  , 21  из поля R действительных чисел, обозначим Rп. 

 

Рис.5.1 

2е  

2v  

1v  
3v  

4v  
1е  

3е  

4е  

Учебно-методические материалы. Филиал МИРЭА в г. Фрязино



 24 

Системой множеств называется всякое множество, элементы которо-

го сами представляют собой какие-либо множества. Рассмотрим систему та-

ких множеств, каждое из которых является подмножеством множества Rп. 

Обозначим её  пR . На конкретных примерах разберём действия операций 

объединения, пересечения, разности, симметрической разности над множе-

ствами из  nR . Если  nRBA ,  и  

  RA  2121  ,/0  ...,  ,0  ,0 , ,  , 

  RB  4321431 , ,,/0  ...,  ,  , ,0 ,  , то  

  RBA  43214321 , ,,/0  ...,  ,  , , ,   - объединение множеств; 

  RBA  11 /0  ...,  ,0  ,0 ,0 ,   - пересечение множеств; 

  RBA  22 /0  ...,  ,0  ,0 , ,0\   и  

  RAB  4343 , /0  ...,  ,  , ,0 ,0\   - разность множеств; 

      RBABABA  432432 , ,/0  ...,  ,  , , ,0\   - симметриче

ская разность, которую будем называть суммой множеств А и В. 

Введём операции сложения на множествах W(L) и (Rп). 

Сложение 

 

 

(Rп) 

)(RA,B n  имеем  

       ABBADABABA \\\   . 

Сумма BA   будет подмножеством множества  nR , а это означа-

ет, что (Rп) - замкнутое множество относительно операции сложе-

ния. 

 

 

W(L) 

W(L),LL ji  , где  ii EVL ,  и  jj EVL ,  имеем 

 jiji EEVLL  , . Так как ji ЕЕ   подмножество множества Е, 

то  jiji EEVLL  ,  подграф графа L, т.е.  LWLL ji   и опе-

рация сложения замкнута в множестве W(L). 

Относительно введённых операций множества W(L) и (Rп) являются 

коммутативными группами. 
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Построим взаимно однозначное соответствие между W(L) и (Rп). 

Каждому подграфу Lk'=(V,Ek') поставим в соответствие множество строк 

   )(,...,1,/ ...,  , , , 321
п

in RniRA   , у которого каждая строка 

 n  ...,  , , , 321  имеет вид: 0i  если ki Ee   и 0i  если ki Ee  . 

Например, подграфу   31 ,, eeVL   будет соответствовать множество вида 

  RA  3131 ,/0 ...,  0, , ,0 ,  . Покажем, что взаимно однозначное соот-

ветствие между W(L) и (Rп) сохраняет групповую операцию. Действитель-

но,  если  L1,L2W(L)  и 

L1=(V, Е1')    niRA in ,...,1,/ ...,  , , , 321   , 

L2=(V, Е2')    niRB in ,...,1,/ ...,  , , , 321   , то  

L1+L2=(V, Е1'+ Е2')   niRBA i ,...,1,/ ...,  , , n21   , 

где  

   








,,   или  ,  если  ,0

,,  если  ,0

2121

21

EeEeEeEe

EeEe

iiiii

iii




  

при ni  ..., ,2 ,1 . Таким образом, группы W(L) и (Rп) изоморфны.  

Введённые группы W(L) и (Rп) удобно рассматривать как линейные 

пространства над полем R. Так как система подграфов  
nLLL ,...,, 21  образу-

ет базис в пространстве W(L) и  

  11 , eVL 


     111 /0  ...  0  0 AR  , 

  22 , eVL 


     222 /0  ...  0    0 AR  , 

  33 , eVL 


     333 /0  ...    0  0 AR  , 

и т. д.  

  nn eVL ,


     nnn AR  /  ...  0  0  0 , 

то  nAAA ,...,, 21  базис в пространстве  пR . 

Далее мы не будем различать линейные пространства W(L) и (Rп) над 

полем R и обозначим их одним и тем же символом W(L). Элементы про-
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странства W(L) назовём обобщёнными подграфами графа L, а само простран-

ство – пространством обобщённых подграфов. 

Примечание. Грубо говоря, обобщённый подграф из W(L) – это мно-

жество строк с элементами из поля R, а подграф из W(G) – это одна строка с 

элементами из поля GF(2). 

Скалярное произведение векторов в пространстве W(L) определяется 

так же, как и в Rn, поэтому имеет смысл и понятие ортогональности, и поня-

тие ортогонального дополнения. 

 

7. Подпространство контуров неориентированного графа 

Пусть G=(V,E) - ненаправленный граф, у которого  mvvvV ,...,, 21  и 

  1  ,,...,, 21  neeeE n . Рассмотрим множество WC подграфов графа G со все-

ми чётными вершинами.  

Теорема 7.1. Множество WC является подпространством линейного 

пространства W(G) графа G. 

Доказательство. Рассмотрим два любых элемента С1,С2WС. Они яв-

ляются подграфами, узлы которых имеют чётную степень. Пусть С3=С1+С2, 

покажем, что С3WС, т.е. каждый узел С3 имеет чётную степень. 

Рассмотрим произвольный узел v, принадлежащий С3. Пусть его степе-

ни в С1 и С2 соответственно равны 1  и 2 . Тогда степень узла v в подграфе 

С3 будет равна 2,121 2  , где 2,1  - число ветвей, с которыми узел v 

смежен в обоих подграфах С1 и С2 . Отсюда видно, что число   чётно, т.к. 1  

и 2  - чётные. Другими словами, узел v в С3 имеет чётную степень. Так как 

узел v выбирали произвольно, то С3WС. Теорема доказана.  

О структуре подграфа со всеми чётными вершинами можно сказать 

следующее: этот подграф не обязательно связный, но каждая его компонента 

связности, отличная от изолированной вершины, представляет собой эйлеров 

граф, который можно рассматривать как объединение простых контуров, не 

имеющих попарно общих ветвей. Поэтому подграф со всеми чётными вер-
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шинами назовём контурным вектором, а WС - подпространством контуров 

неориентированного графа. 

 

8. Подпространство контуров ориентированного графа 

Если L=(V,E) - ориентированный граф, у которого  mvvvV ,...,, 21  и 

  1  ,,...,, 21  neeeE n . Рассмотрим всевозможные замкнутые маршруты в 

графе L. Каждому замкнутому маршруту поставим в соответствие обобщён-

ный подграф пространства W(L) следующим образом. Пусть при обходе 

маршрута ветвь ie   ni  ..., ,2 ,1  проходится 

ir  раз в направлении её ориен-

тации и 

ir  раз в противоположном направлении; тогда данному маршруту 

сопоставим строку    nn rrrrrr   ,...,, 2211 , которая принадлежит неко-

торому обобщённому подграфу 

 LWL  . 

Например, для ориентированного 

графа L на рис.8.1 замкнутому маршру-

ту 16461548233448211 vevevevevevevevev  

отвечает обобщённый подграф содер-

жащий строку  2 ,0  ,0  ,1  ,1 ,1 ,0  ,1  , 

а именно   85431 ,,,,, eeeeeVL  . 

Разным замкнутым маршрутам может соответствовать один и тот же 

обобщённый подграф; так маршрутам 1645112332211 vevevevevevev  и 

1644322334451 vevevevevevev  графа на рис.8.1 отвечает одна и та же строка 

 0  ,0  ,1 ,1 ,0  ,1 ,1  ,0   и, как следствие, один и тот же обобщённый под-

граф   6532 ,,,, eeeeVL  .  

Легко понять, что всякому замкнутому маршруту без контуров, напри-

мер 1128443448211 vevevevevevev , отвечает нулевая строка 

 0  ,0  ,0  ,0  ,0  ,0  ,0  ,0 . Эта строка принадлежит вырожденному обобщённому 

подграфу, у которого степени всех вершин нулевые, следовательно, чётные. 

 

4v  

1v  2v  

3v  

1e  

2e  3e  6e  5e  
7e  
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Рис.8.1 
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Таким образом, всевозможным циклическим маршрутам в графе L будет со-

ответствовать некоторое подмножество обобщённых подграфов в W(L), ко-

торое обозначим WС. По построению WС - множество подграфов со всеми 

чётными вершинами, поэтому по теореме, доказанной в §7, оно является 

подпространством пространства W(L). 

Пространство WС назовём подпространством контуров ориентиро-

ванного графа. 

 

9. Подпространство сечений неориентированного графа 

Сечением (или разрезом) связного графа G=(V,E) называется подмно-

жество EE   его ветвей, обладающее тем свойством, что подграф, полу-

ченный из G удалением Е  , становится несвязанным. Сечение Е   - простое, 

если никакое его подмножество EE   не является сечением графа G. 

В дальнейшем под сечением будем понимать не само множество Е  , а 

порождаемый им подграф  EVS  , . 

Введём операцию вычитания подграфов G1=(V,E1) и G2=(V,E2), кото-

рая представляет собой подграф обозначаемый  2121 \, EEVGG  . 

Теорема 9.1. Контур и простое сечение связного графа имеют чётное 

число общих ветвей.  

Доказательство. Пусть  EVS  ,  – простое сечение связного графа 

G=(V,E). Подграф  EEVSG  \,  имеет две компоненты связности - 

 111 , EVН   и  222 , EVН  , где 21 VVV  . 

Рассмотрим произвольный контур  cEVC , WC. Если 1EEc   или 

2EEc  , то, сечение S и контур С не имеют общих ветвей, следовательно, 

число общих ветвей равно нулю (чётному числу). 

Предположим, что С и S имеют несколько общих ветвей. Будем пере-

двигаться по циклу С из вершины v1, принадлежащей множеству V1. По-

скольку передвижение должно кончиться в вершине v1, необходимо, чтобы 

каждый раз мы встречались с ветвью множества S, ведущей нас от вершины 
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в множестве V1 к вершине в множестве V2; также должна существовать ветвь 

множества S, переводящая нас из вершин множества V2 назад, к вершинам в 

множестве V1. Это возможно только в том случае, если С и S имеют чётное 

число общих ветвей.  

Узлы v и w графа G называются отделёнными, если в G не существует 

никакой соединяющей их цепи, и неотделёнными, если хотя бы одна такая 

цепь имеется. 

Ветвь  wve ,  графа G называется перешейком, если соединяемые ею 

узлы v и w после удаления ветви е становятся отделёнными. 

Утверждение 9.1. Ветвь, не являющаяся перешейком, принадлежит 

хотя бы одному контуру графа G=(V,E). 

Доказательство. Если ветвь  wve ,  не является перешейком, то по-

сле её удаления из графа G узлы v и w будут неотделёнными, поэтому в под-

графе   eEVG \,  найдётся цепь, соединяющая эти узлы. Добавив к этой 

цепи ветвь е, получим контур в графе G, содержащий ветвь е. 

Утверждение 9.2. Любая ветвь e сечения  EVS  ,  графа  EVG ,  

является перешейком в подграфе     eEEVG  \, . 

Доказательство. Так как подграф   EEVG  \,  имеет несколько 

компонент связности, то множество узлов подграфа G   представимо в виде 


k

i
iVV

1

 , где  ji VV  при ji  . Узлы из разных множеств iV  и jV  по-

парно отделённые. Если добавить к подграфу G   любую ветвь е, принадле-

жащей сечению  EVS  , , то она свяжет какие-то две компоненты связно-

сти подграфа G  . Тем самым свяжет какие-то два отделённых узла из разных 

множеств iV  и jV . Следовательно, ветвь e является перешейком в подграфе 

    eEEVG  \, . 

Рассмотрим множество WS подграфов графа G, имеющих с любым кон-

туром в G чётное число (возможно, и нуль) общих ветвей. Выясним структу-

ру таких подграфов. 
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Теорема 9.2. Подграф  EVS  ,  имеет с любым контуром в G чётное 

число общих ветвей тогда и только тогда, когда непустое множество ветвей 

подграфа является объединением попарно непересекающихся простых сече-

ний. 

Доказательство. Достаточность. Действительно, если 
k

i
iEE

1

 , где 

kEEE  ,...,, 21  - множества ветвей попарно непересекающихся простых сече-

ний  ii EVS  ,  ki ,...,1 , то всякий контур графа G имеет, согласно теореме 

1,чётное число общих ветвей с каждым из сечений iS , а значит и с подграфом 

 EVS  , . 

Необходимость.  

1) Покажем, что подграф  EVS  , , имеющий с любым контуром в G чётное 

число общих ветвей, является сечением графа G. От противного. Пусть 

 EVS  ,  - не сечение, тогда найдётся ветвь Ee   подграфа S, которая не 

будет перешейком в графе     eEEVG  \, . Следовательно, в подграфе 

G  существует контур С, содержащий е и имеющий ровно одно общее ребро 

с S. Так как контур С является контуром графа G, то мы нашли контур в G, 

имеющий ровно одно общее ребро с S. А это противоречит определению 

подграфа  EVS  , . 

2) Выберем в E  некоторое подмножество ветвей EE 1 таких, что 

 11 , EVS   является простым сечением графа G. Если  1\ EE , то 

 EVS  ,  - простое сечение. Если  1\ EE , то подграф 

 11 \, EEVSS   имеет с любым контуром в G чётное число общих ветвей, 

так как с любым контуром имеют чётное число общих ветвей подграфы 

 EVS  ,  и  11 , EVS  . Применяя к 1SS   то же рассуждение, что и к S, мы 

выделим ещё одно сечение, и т.д. В конце концов, исходное множество E  

окажется представленным в виде объединения попарно непересекающихся 

простых сечений, что и требовалось доказать. 
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Теорема 9.3. Множество WS является подпространством линейного 

пространства W(G) графа G. 

Доказательство. Пусть S1=(V,E1), S2=(V,E2) из множества WS и 

С=(V,E3) - произвольный контур. Покажем, что подграф S1+S2=(V, E1+E2) и 

контур С имеют чётное число общих ветвей.  

Действительно, так как 

           3212332113213 \\ ЕЕЕЕЕЕЕЕЕЕЕЕЕ    

и контур С имеет с подграфами S1 и S2 чётное число общих ветвей, то числа 

13 ЕЕ   и 23 ЕЕ   - чётные, поэтому число общих ветвей подграфа S1+S2 и 

контура С  

  3212313213 2 ЕЕЕЕЕЕЕЕЕЕ    

будет чётным числом. Откуда, ввиду произвольности С, следует, что 

S1+S2WS. 

Благодаря этой теореме множество WS является подпространством про-

странства W(G), которое будем называть подпространством сечений неори-

ентированного графа G, а подграф, имеющий с любым контуром в G чётное 

число общих ветвей, назовём вектором сечения. 

 

10. Подпространство WS сечений ориентированного графа L. 

Пусть L=(V,E) - ориентированный граф, у которого  mvvvV ,...,, 21  и 

  1  ,,...,, 21  neeeE n . Простому сечению  EVS  ,  графа L можно припи-

сать ориентацию. Так как подграф  EEVSL  \,  имеет две компоненты 

связности -  111 , EVН   и  222 , EVН  , где 21 VVV  , то сечение 

 EVS  ,  можно ориентировать двумя способами: от 1V  к 2V  или от 2V  к 1V . 

Например, у графа  LVL ,  на 

рис.10.1 сечение 

  876532 ,,,,,, eeeeeeVS   ориентиро-

вано от  21 , vv  к  43 , vv . 
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Подпространство WS сечений ориентированного графа L строится при 

помощи простых сечений. Каждому простому сечению S=(V,E') графа L по-

ставим в соответствие обобщённый подграф пространства W(L) следующим 

образом: сечению S приписывается ориентация и ставится в соответствие 

строка  n  ...,  , , , 321 , у которой 0i , если Eei  ; 1i , если Eei   

и ветвь ориентирована так же, как сечение; 1i , если Eei   и ветвь ори-

ентирована противоположно сечению.  

Например, у графа  LVL ,  на рис.10.1  сечению 

  876532 ,,,,,, eeeeeeVS  , ориентированному от  21 , vv  к  43 , vv , отвеча-

ет строка  1  ,1  ,1  ,1 ,0  ,1  ,1  ,0  , которая принадлежит обобщённому под-

графу  LWL  .  

Множество строк, соответствующих простым сечениям, порождает 

подмножество WS ориентированных подграфов в W(L). По построению WS – 

множество простых сечений, поэтому по теореме, доказанной в предыдущем 

пункте, оно является подпространством пространства W(L). 

 

11. Размерность подпространств WС и WS 

Пусть дан граф G=(V,E), где  mvvvV ,...,, 21  - множества узлов и 

  1  ,,...,, 21  neeeE n  - множество ветвей. Выберем в графе G какое-нибудь 

дерево Т. Ветви дерева Т обозначим 121 ,...,, mbbb , а хорды – через 

121 ,...,, mneee . 

Если добавить к дереву Т хорду ie , то в полученном графе образуется 

единственный простой контур Сi, который называется главным контуром. 

Итак, главный контур, состоит из ветвей дерева и только одной хорды. Мно-

жество всех 1 mn  главных контуров С1, С2, …, Сп-т+1 называют системой 

главных контуров графа G относительно дерева Т. 

С понятием дерева связано не только понятие главного контура, но и 

понятие главного сечения. Каждое главное сечение Si содержит одну ветвь ib  

дерева Т, остальные ветви будут хордами. Из определения вытекает, что 
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каждой ветви дерева соответствует своё сечение, поэтому число главных се-

чений равно числу ветвей дерева Т. Множество всех 1m  главных сечений 

S1, S2, …, Sт-1 называют системой главных сечений графа G относительно де-

рева Т. 

Теорема 11.1. Пусть G – связный граф с т вершинами и п ветвями и Т - 

любое дерево этого графа. В этом случае: 

1) Система главных контуров С1, С2, …, Сп-т+1графа G относительно 

дерева Т образует базис подпространства WС и 1dim  mnWC , т.е. раз-

мерность пространства WС равна цикломатическому числу графа G. 

2) Система главных сечений S1, S2, …, Sт-1 графа G относительно дерева 

Т образует базис подпространства WS и 1dim  mWS , т.е. размерность про-

странства WS равна рангу графа G. 

Доказательство. По определению каждый главный контур включает в 

себя только одну хорду, не присутствующую ни в одном другом главном 

контуре. Поэтому при сложении этого контура с другими главными контура-

ми данная ветвь не "уничтожится" - она будет присутствовать в суммарном 

графе. Следовательно, сумма различных главных контуров никогда не будет 

пустым графом, то есть система главных контуров С1, С2, …, Сп-т+1 линейно 

независима. Аналогично система главных сечений S1, S2, …, Sт-1 также явля-

ется линейно независимой, так как каждое из этих сечений содержит только 

одну ветвь дерева Т, не присутствующую ни в одном другом главном сече-

нии. 

Чтобы доказать, что С1, С2, …, Сп-т+1 (S1, S2, …, Sт-1) образуют базис 

подпространства контуров (сечений) графа G, необходимо показать, что лю-

бой контур (любое сечение) графа G является суммой главных контуров 

(главных сечений). Действительно, пусть К - произвольный контур графа G, 

содержащий хорды 
tiii eee ,...,,

21
. Рассмотрим граф 

tiii CCCKH  ...
21

. Каждая из ветвей 
jie , tj ,...,2,1 , входит ровно в 

два слагаемых этой суммы - в К и в 
jiC . Следовательно, при сложении все 
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эти ветви уничтожатся, а все оставшиеся ветви будут принадлежать дереву Т. 

Значит, Н - подграф дерева Т. С другой стороны, так как все слагаемые явля-

ются контурами, значит, Н - тоже контур. Но в Т нет контуров, поэтому име-

ется единственная возможность: 0НН   - вырожденный граф. Откуда полу-

чаем 
tiii CCCK  ...

21
. Другими словами, каждый контур подпростран-

ства WС можно представить в виде суммы главных контуров. Точно таким же 

образом можно доказать, что каждое сечение подпространства WS можно 

представить в виде суммы главных сечений. 

Примечание. Эта теорема также верна для подпространств WС и WS 

ориентированного графа. 

Системы главных контуров и главных сечений являются базисными. 

В предыдущих рассуждениях было показано, что, имея дерево, можно 

построить базисы подпространств циклов и сечений графа. Построенные та-

ким образом базисы обычно используются при изучении электрических це-

пей. 

 

12. Матрицы главных сечений и контуров неориентированного 

графа 

Базисные сечения и контуры удобно представлять матрицами. 

Всякую матрицу, у которой строки являются элементами некоторого 

базиса пространства сечений WS будем называть матрицей сечений графа. 

Рассмотрим граф G, представленный на рис.12.1. Зафиксируем дерево 

  4321 ,,,, ееееVТ  . Сечение можно наглядно 

изобразить в виде следа некоторой замкнутой 

поверхности, рассекающей соответствующие 

ветви. На рис.12.1 пунктиром изображены сле-

ды главных сечений соответствующих дереву 

Т. 

Базис из векторов главных сечений: 

 

1е  

2е  

6е  5е  

3е  

4е  7е  

Рис.12.1 

1S  

2S  
3S  

4S  
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 01100011 S ;  

 01100102 S ; 

 10101003 S ; 

 10010004 S . 

Проверим линейную независимость. Для этого вычислим определитель 

Грама: 

1

0100

1111

0110

0101

SГ  - система линейно независима. 

Матрица главных сечений: 























1001000

1010100

0110010

0110001

4

3

2

1

S

S

S

S

Q . 

Матрица главных сечений Q заполняется следующим образом: на пере-

сечении строки и столбца матрицы Q записывается «1» или «0» в зависимо-

сти от того, затронута или нет данная ветвь соответствующим сечением: «1» 

пишется в том случае, если ветвь затронута сечением; «0» - если ветвь не за-

тронута сечением. 

Всякую матрицу, у которой строки представляют элементы некоторого 

базиса пространства контуров WC , будем называть контурной матрицей. 

На рис.12.2 пунктиром изображены главные 

контуры соответствующие дереву Т 

Базис из главных контурных векторов:  

 00101111 С ; 

 01000112 С ; 

 10011003 С . 

Проверим линейную независимость. Для 

 

Рис.12.2 

2е  

1е  

6е  

5е  

3e  

4е  7е  

1С  

3С  

2С  
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этого вычислим определитель Грама: 

1

101

010

100

СГ  - система линейно независима. 

Матрица главных контуров: 



















1001100

0100011

0010111

3

2

1

C

C

C

B . 

Матрица главных контуров В заполняется следующим образом: «1» 

пишется в том случае, если ветвь входит в контур; «0» - если ветвь не входит 

в контур. 

Проверим, будет ли система  3214321 ,,,,,, CCCSSSS  базисом в про-

странстве W(G). Для этого вычислим определитель Грама системы: 

1 CS
C

S
ГГ

ГO

OГ
Г . 

Так как определитель Грамма системы  3214321 ,,,,,, CCCSSSS  не ра-

вен нулю, то эта система векторов образует базисом пространства W(G). 

Всякий вектор может быть представлен линейной комбинацией базис-

ных векторов. Следовательно, и наш вектор  1  1  1  1  1  1  1G , представляю-

щий сам граф G, может быть представлен базисными сечениями и контура-

ми. Чтобы определить, через какие именно сечения и контуры выражается 

наш вектор, необходимо вычислить некоторую совокупность определителей 

Грама. Сначала запишем исходные определители Грама для сечений и конту-

ров в общем виде: 

0100

1111

0110

0101

SГ  и 

101

010

100

CГ . 
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Элементы определителей Грама SГ  и CГ  симметричны и представляют со-

бой скалярные произведения по mod (2) базисных векторов соответствующих 

индексов. 

Далее алгоритм вычислений строится следующим образом. Диагональ 

определителя SГ  поочередно ставят на место первой его строки, получая та-

ким образом производный определитель 1SГ , затем на место второй, получая 

2SГ , и т.д. до тех пор, пока не получат 4SГ . Аналогично находятся произ-

водные определители для контуров:  

1

0100

1111

0110

0111

1 SГ , 1

0100

1111

0111

0101

2 SГ , 0

0100

0111

0110

0101

3 SГ , 

1

0111

1111

0110

0101

4 SГ , 1

101

010

110

1 CГ , 1

101

110

100

2 CГ , 

0

110

010

100

3 CГ . 

Значения производных определителей играют роль коэффициентов разло-

жения вектора  1  1  1  1  1  1  1G  по базисным векторам сечений и контуров, 

поэтому 21421 CCSSSG  , где  1  0  0  1  0  1  1421  SSS  - сече-

ние, а  0  1  1  0  1  0  021  CC  - контур. 

Однако в поле по модулю 2 не всегда система векторов состоящая из 

главных сечений и главных контуров образует базис пространства подграфов 

неориентированного графа. Бывает, что одни и те же векторы могут принад-

лежать как WS так и WC., т.е. есть сечение является также и контуром. Напри-

мер, граф G на рис. 12.3 внешне похож на своего предшественника, но его 

уже нельзя разложить в поле чисел по  2mod  по своим базисным сечениям и 

контурам. Все его определители Грама, вычисленные по изложенной выше 
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методике, оказываются равными нулю. С точки зрения традиционной линей-

ной алгебры, это свидетельствует о наличии линейной зависимости между 

векторами.  

Действительно, зафиксируем дерево 

  321 ,,, еееVТ   графа G, представленного на 

рис. 12.3.  

Векторы главных сечений: 

 1100011 S ; 

 1010102 S ; 

 0111003 S . 

0

111

111

111

SГ  и 0321  SSS ГГГ . 

Векторы главных контуров: 

 0011101 С ; 

 0101012 С ; 

 1000113 С . 

0

111

111

111

CГ   и 0321  ССС ГГГ  . 

Следовательно, вектор  1  1  1  1  1  1G , представляющий сам граф G, 

не может быть разложен по базисным сечениям и контурам. 

В этом графе пересечение подпространств контуров и сечений не пу-

сто, так как подграф    21215421 ,,,, CCSSееееVG   является и се-

чением и контуром. Следовательно, система векторов 

 3214321 ,,,,,, CCCSSSS  не образует базис пространства W(G).  

Примечание. Так как поле по модулю 2 и поле действительных чисел 

различны, то введение ориентации на неориентированном графе рис.12.3, 

сделает эти же самые контуры и сечения линейно независимыми. В результа-

 

Рис.12.3 

1е  

2е  
6е  3е  

5е  

4е  
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те они будут образовывать базис пространства подграфов ориентированного 

графа. Такие условия необычны, но могут появиться. Это будет рассмотрено 

в следующем параграфе. 

Рассмотрим два произвольных вектора iw  и jw  таких, что вектор 

iw WС, а jw WS. Из того, что любой подграф в пространстве WС имеет чёт-

ное число общих рёбер с произвольным подграфом в пространстве WS следу-

ет, что скалярное произведение  ji ww ,  векторов iw  и jw  равно сумме по 

2mod  чётного числа единиц. Это означает, что   0, ji ww . Поэтому,  

OBQ T                                                         (12.1) 

OQB T  .                                                      (12.2) 

 

13. Матрицы главных сечений и контуров ориентированного гра-

фа. 

Всякую матрицу, у которой строки представляют элементы некоторого 

базиса пространства сечений WS, будем называть матрицей сечений графа. 

Для неориентированного графа на рис.12.3, введя ориентацию, полу-

чим ориентированный граф L на рис.13.1. Зафиксируем дерево 

  321 ,,, еееVТ   и построим главные сечения: 

1S  образовано ветвью дерева 1e  и хордами 5e , 6e ; 

2S  образовано ветвью дерева 2e  и хордами 4e , 6e ; 

3S  образовано ветвью дерева 3e  и хордами 4e , 5e . 

Обычно положительные направления главных сечений выбираются 

двумя способами: 1) каждая ветвь дерева выходит из области сечения, кото-

рое ей соответствует; 2) каждая ветвь дерева входит в область соответству-

ющего сечения. 

Примечание. В дальнейшем положительные направления главных се-

чений будем выбирать первым способом. 
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На рис.13.1 положительные направления главных сечений указаны 

стрелками. 

Они выбраны так, чтобы соответствующая 

ветвь дерева выходила из области, отмеченной 

сечением. 

Базис из векторов главных сечений: 

 1100011 S ; 

 1010102 S ; 

 0111003 S . 

016

311

131

113









SГ  - линейно независимы. 

Теперь для заданного направления главных сечений можно составить 

матрицу главных сечений Q: 

























011100

101010

110001

3

2

1

S

S

S

Q . 

Матрица главных сечений Q заполняется следующим образом: на пере-

сечении строки и столбца матрицы Q записывается «+1», «–1» или «0» в за-

висимости от того, затронута или нет данная ветвь соответствующим сечени-

ем. 

«+1» пишется в том случае, если ветвь затронута сечением и выходит 

из его области. 

«–1» – если ветвь затронута сечением и входит в его область. 

«0» - если ветвь не затронута сечением.  

Всякую матрицу, у которой строки представляют элементы некоторого 

базиса пространства контуров WC , будем называть контурной матрицей. 

 

1е  

2е  
3е  

5е  

4е  

6е  

S1 

S2 

S3 

Рис.13.1 
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Главные замкнутые контуры образуются пу-

тем последовательного добавления к дереву хорд 

графа. Направление главного контура выбирается 

так, чтобы направление контура и хорды совпадали, 

тогда соответствующая хорда учитывается со зна-

ком «+». На рис.13.2 направления главных контуров 

321 ,, ССС  показаны стрелками. 

Базис из главных контурных векторов: 

 0011101 С ; 

 0101012 С ; 

 1001113 С . 

016

311

131

113









СГ  - линейно независимы. 

Выпишем матрицу главных контуров В: 

























100111

010101

001110

3

2

1

C

C

C

B . 

Матрица главных контуров В заполняется следующим образом:  

«+1» пишется в том случае, если направление ветви совпадает с направлени-

ем обхода контура; «–1» – если направление ветви не совпадает с направле-

нием обхода контура; «0» - если ветвь не входит в контур. 

Вычислим матрицу Грама системы векторов  321321 ,,,,, CCCSSS : 

0256  СS
С

S
ГГ

ГO

OГ
Г .  

Следовательно, система  321321 ,,,,, CCCSSS  линейно независима и 

является базисом в W(L). Разложим вектор  1  1  1  1  1  1G , представляющий 

сам граф G, по базисным сечениям и контурам: 

 

1е  

2е  
3е  

5е  

4е  

6е  

С1 

С3 

С2 

Рис.13.2 
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321321 CCCSSSG  , где  0  0  0  1  1  1321  SSS  - сечение, а 

 1  1  1  0  0  0321  CCC  - контур. 

Рассмотрим два произвольных вектора iw  и jw  таких, что вектор 

iw WС, а jw WS. Известно, что любой подграф в пространстве WС имеет 

чётное число общих рёбер с произвольным подграфом в пространстве WS , а 

сечение jw  делит множество узлов графа 21 VVV   на два непересекаю-

щихся подмножества. Предположим, что мы обходим контур iw  начиная с 

вершины находящейся в 1V . Тогда для всякой ветви е, которая переводит нас 

из 1V  в 2V , существует ветвь е, которая переводит обратно из 2V  в 1V . По-

этому из 2k общих ветвей контура iw  и сечения jw , k ветвей имеют одинако-

вую относительную ориентацию в контуре и сечении, а оставшиеся k ветвей 

имеют противоположную ориентацию. Следовательно, скалярное произведе-

ние  ji ww ,  векторов iw  и jw  равно сумме k положительных единиц и k от-

рицательных единиц, а это означает, что   0, ji ww . 

В случае направленного графа понятие ортогональности имеет смысл, 

поэтому можно утверждать, что векторы в пространстве WС ортогональны 

подобным векторам в пространстве WS. и справедлива следующая теорема. 

Теорема 13.1. Подпространства контуров и сечений ориентированного 

графа ортогональны. 

Так как WС и WS – ортогональные дополнения, то это означает, что 

каждый вектор w в пространстве W(L) можно представить суммой ji ww  , 

где iw WС и jw  WS. Другими словами, каждый подграф графа G можно 

представить суммой двух подграфов, один из которых принадлежит подпро-

странству контуров, а другой – подпространству сечений. В частности, сам 

граф можно представить таким же образом. 

Из теоремы следует, что для любой матрицы сечений Q и любой кон-

турной матрицы В ориентированного графа справедливы равенства 
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OBQ T                                                         (13.1) 

OQB T  .                                                      (13.2) 

 

14. Взаимосвязь между матрицами контуров и сечений. 

Соотношения OBQ T   или OQB T   можно использовать для про-

верки правильности составления этих матриц и для нахождения матриц В 

или Q, если известна одна из них. 

При упорядоченной нумерации ветвей матрицы Q и В имеют вид 

 FEQ  ,  EFB  , причем ТFF  , где F – топологическая матрица 

ХД NN   показывающая, какие хорды входят в каждое из главных сечений, 

образованных соответствующими ветвями дерева. 

Пример 14.1. По заданной матрице главных контуров  
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B  

выписать матрицу F  , записать матрицу главных сечений Q, построить соот-

ветствующий направленный граф. 

Решение. Выпишем матрицу 

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

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F  и найдем матрицу F. 

Так как ТFF   и FF Т  , то    ТТ
FFF  , поэтому  

 
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FF . 

Матрица главных сечений имеет вид  FEQ  , следовательно,  
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Для проверки правильности топологических матриц вычислим произведе-

ния TBQ  : 
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TBQ . 

Нумерация строк и столбцов заданной матрицы F   показывает, что ветви де-

рева имеют номера с 1-го по 3-й. 

Остальные номера принадлежат хор-

дам. Так как 3ДN , то число узлов 

графа 4131  ДУ NN . 

Для построения графа (рис.14.1) 

следует отметить 4 узла и далее, в со-

ответствии с матрицей F  , образовывать главные контуры. 

 

15. Узловая матрица. Связь между матрицами сечений, узловой и 

контурной. 

На рис. 14.1 изображен направленный граф. Составим полную узловую 

матрицу 0А  для этого графа. Столбцы матрицы соответствуют ветвям графа, 

а ее строки – узлам. На пересечении строки и столбца записывается 

«+1»,когда ветвь направлена от узла; « -1» - когда ветвь направлена к узлу; 

«0» – когда ветвь к соответствующему узлу не присоединена. 
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Рис.14.1 
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Основная характеристика полной узловой матрицы 0А  состоит в том, 

что каждый ее столбец содержит всего два ненулевых элемента +1 и -1. Это 

свойство вытекает из того, что каждая ветвь графа соединена с двумя узлами. 

Отметим, что вся информация об ориентированном графе заключена в 

матрице 0А . Так если имеется направленный граф, то по нему нетрудно со-

ставить полную узловую матрицу, и наоборот, если известна матрица 0А , то 

по ней всегда можно построить ориентированный граф. 

Утверждение 15.1. Строки полной узловой матрицы 0А  являются век-

торами сечений подпространства WS.  

Справедливость этого утверждения покажем на примере. Действитель-

но, первой строке полной узловой матрицы 0А  графа рис. 14.1 соответствует 

сечение   5411 ,,, eeeVS  , образованное ветвями инцидентными узлу 1v  и 

ориентированное от  1v  к  432 ,, vvv ; второй строке - сечение 

  6212 ,,, eeeVS  , образованное ветвями инцидентными узлу 2v  и ориен-

тированное от  2v  к  431 ,, vvv ; третьей строке – сечение 

  4323 ,,, eeeVS  , образованное ветвями инцидентными узлу 3v  и ориен-

тированное от  3v  к  421 ,, vvv ; четвёртой строке - сечение 

  653 ,,,4 eeeVS  , образованное ветвями инцидентными узлу 4v  и ориен-

тированное от  4v  к  321 ,, vvv . Таким образом, строки полной узловой мат-

рицы 0А  графа рис. 14.1 являются векторами сечений подпространства WS. 

Утверждение 15.2. Для связного ориентированного графа 

10  уNrgA . 

Доказательство. Прибавим первые 1уN  строк к последней строке. 

Сумма элементов каждого столбца матрицы 0А  ориентированного графа 

равна нулю ( в каждом столбце есть только два ненулевых элемента: +1 и -1). 

Получаем последнюю строку, состоящую из нулей. Переставив столбцы, по-
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мещаем +1 в клетку (1,1). Так как сумма элементов столбца равна нулю, то в 

первом столбце, например в клетке (k,1), будет элемент равный -1. Прибав-

ляя первую строку к k-ой получаем нулевой элемент в клетке (k,1). Поступая 

аналогично, получаем ненулевые элементы в клетках (2,2), (3,3), …, 

(NУ -1, NУ -1). Под этими клетками в матрице будут стоять нули. Квадратная 

подматрица А  размера    11  УУ NN  - треугольная с ненулевыми эле-

ментами на главной диагонали, поэтому она невырожденная и 1 УNArg . 

Следовательно, 10  УNrgA . 

Так как 1dim  уS NW , то из утверждений 1 и 2 вытекает, что линей-

но независимые строки матрицы 0А  образуют базис в подпространстве SW  . 

Матрица 0А  имеет размер ВУ NN  . Если вычеркнуть любую строку матри-

цы 0А , то результирующая матрица А имеет ранг 1уN . Матрица А называ-

ется узловой. Строки узловой матрицы образуют базис подпространства SW  , 

поэтому узловая матрица А является матрицей сечений. 

В нашем случае 30 rgА . Вычеркивая из матрицы 0А  четвёртую стро-

ку, получим узловую матрицу 

























001110

100011

011001

A . 

Узел, строка которого отбрасывается, называется базисным. При нуме-

рации узлов базисный узел обычно обозначается цифрой нуль. 

Из основной характеристики полной узловой матрицы вытекает, что 

матрицу 0А  легко получить из матрицы А , добавляя одну строку так, чтобы 

сумма чисел в каждом столбце равнялась нулю. 

На примере покажем, что узловая матрица А эквивалентна матрице 

главных сечений Q. 

Матрица главных сечений в примере 14.1 была определена как  
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
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Преобразуем матрицу А 

















































001110

111010

011001

001110

100011

011001

A  

Q















































110100

111010

011001

110100

111010

011001

 

или  

AAQ 
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. 

Последнее равенство перепишем в виде ADQ  , где 

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D  не-

вырожденная матрица. Из соотношения ADQ   следует, что матрицы А и 

Q эквивалентные.  

Так как D невырожденная матрица, то можно написать QDA  1 , где 
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1D . Следовательно, не только строки матрицы Q могут 

быть выражены через строки матрицы А, но и строки матрицы А могут быть 

выражены через строки матрицы Q. 

Из ортогональности подпространств WS и WС пространства W(L), сле-

дует, что для топологических матриц А, В и Q, составленных для ориентиро-
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ванного графа L, столбцы которых записаны в одинаковом порядке ветвей, 

выполняются соотношения,  

OBA T  ,                                                     (15.1) 

OBQ T  .                                                     (15.2) 

Эти уравнения не только позволяют проверить правильность составле-

ния матриц А, В и Q, но и помогают по одной известной топологической мат-

рице восстановить структуру остальных. 

Пример 15.1. Дана узловая матрица  
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Восстановить граф цепи, составить матрицу главных контуров B и сечений Q 

при помощи подматрицы F, приняв, что ветвям дерева присвоены первые 

номера. Найти матрицу В другим способом, используя соотношение (15.2). 

Решение. 

1. Запишем полную узловую матрицу 
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2. Соответствующий направленный граф представлен на рис.15.1. 
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Рис.15.1 
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3. Используя эквивалентность матриц А и Q, находим матрицу главных сече-

ний. 
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4. Выпишем подматрицу 
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и найдем подматрицу  
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Матрица главных контуров имеет вид  EFB  , следовательно, 
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Для определения матрицы В по известной матрице А, используя соот-

ношение (15.1), представим матрицу А в следующем виде:  ХД ААА  , где 

ДА  – подматрица, соответствующая ветвям некоторого дерева, ХА  – подмат-

рица, соответствующая хордам (ветвям связи). Так как  EFB   и 

 












 


E

F
B

T

Т , то решим матричное уравнение (15.2) относительно матрицы 

 TF  . 
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1

. 

Следовательно,        ТД

Т

Х

Т

ХД ААААF
11 

  и  

       ЕААEFB
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1
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В нашем случае  
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16. Матрица множества всех контуров ориентированного графа. 

Пусть L связный ориентированный граф, для которого рассмотрим 

множество всевозможных контуров с заданной ориентацией и матрицу К, 

строки которой соответствуют этим контурам.  

Теорема. 1 УВ NNrgK . 

Доказательство. 1) Рассмотрим произвольное дерево Т графа L. Если 

121 ,...,,  УВ NNссс  - хорды соответствующие дереву Т, то, как известно, они 

определяют 1 УВ NN  главных контуров, матрица которых В. Так как 

главные контуры всегда составляют часть множества всех контуров, то стро-

ки матрицы В находятся среди строк матрицы К. Отметим, что если ориента-

ции одних и тех же контуров в К и в В не совпадают, то соответствующие 

строки матрицы В входят в матрицу К с противоположным знаком. Следова-

тельно, матрица В является подматрицей матрицы К и 

1 УВ NNrgВrgK . 

2) Относительно дерева Т составим матрицу главных сечений Q и 

предположим, что расположение столбцов матриц К, В, и Q соответствует 

одному и тому же порядку индексов ветвей. Рассмотрим произвольную стро-

ку  
ВN  ..., , , 21  матрицы К. Из ортогональности подпространств WS и WС 

следует, что  

   OQ
ВN  ..., , , 21   








 O

F

E
TNNN ВУУ

  ..., , , ..., , , 121  

      OF T
NNN ВУУ

  ..., , ..., , , 121  

     T
NNN F

ВУУ
    ..., , ..., , , 121 . 
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Напомним, что FF T  , поэтому     F
ВУУ NNN    ..., , ..., , , 121  и 

        ВЕF
ВУВУВУУ NNNNNNN    ..., , ..., , ...,  , ..., , , 121 . Из 

последнего равенства вытекает, что любой контурный вектор матрицы К 

можно представить в виде линейной комбинации базисных главных конту-

ров, поэтому 1 УВ NNrgK .  

Из 1) и 2) получаем 1 УВ NNrgK .  

Пример 16.1. Для графа на рис.16.1 выписать матрицу К соответству-

ющую множеству всех контуров и составить матрицу главных контуров. 
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Рис.16.1  

Ориентацию всех контуров графа L на рис.16.1 зададим по часовой 

стрелке и составим матрицу К, строки которой соответствуют этим контурам.  
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Выберем дерево   321 ,,, eeeVN   и для хорд 654 ,, еее  выпишем матрицу 

главных контуров В.  
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Отметим, что главными будут контуры 532211 ,, КСКСКС  , которые 

изображены на рис.16.2. При этом ориентации контуров 5322 , КСКС   при 

записи матриц К и В совпадают, поэтому и соответствующие им строки не 

отличаются. Ориентация контура 1К  при записи матрицы К не совпадает с 

ориентацией этого же контура, обозначенного 1С , при записи матрицы В, по-

этому соответствующие строки в матрицах В и К отличаются знаком. 

. 
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3v  4v  

2v  
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Рис.16.2  

17 Топологические понятия схемы электрической цепи 

Электрическая цепь характеризуется совокупностью элементов, из ко-

торых она состоит, и способом их соединения. Соединение элементов элек-

трической цепи наглядно отображается ее схемой. Пример схемы электриче-

ской цепи, содержащей пассивные и активные элементы, приведён на 

рис.17.1,а. 
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Рис.17.1 
б) а) 

 

Топология электрической цепи характеризуется двумя основными по-

нятиями: ветвью и узлом. 

Точка, в которой соединяются два или более элемента электрической 

цепи, называется узлом (рис.17.2,а). 

 

Рис.17.2 

b а c 

устранимый узел 

а) 

а c 

б) 

 

Если только два элемента цепи соединены, то их можно объединить по 

правилам последовательного соединения и представить в виде одного более 

сложного элемента (рис.17.2,б). Таким образом, узел b как бы устраняется и 

поэтому называется устранимым узлом.  

Если в точке соединены три (или более) элемента, то устранить узел 

таким простым приёмом уже нельзя (рис.17.3). 

Элемент или группа последовательно со-

единённых элементов, заключённых между дву-

мя соседними узлами, называется ветвью. 

При изучении топологических свойств 

электрической цепи содержание ветвей не имеет 

 

Рис.17.3 

узел 

Учебно-методические материалы. Филиал МИРЭА в г. Фрязино



 55 

значения, поэтому ветви изображают отрезками линий, включённых между 

узлами. Совокупность узлов и ветвей между ними называют топологическим 

графом электрической цепи. На рисунке 17.1,а изображена электрическая 

цепь, а на рисунке 17.1,б ее неориентированный граф. 

Если каждой ветви цепи придать определенное направление, выбирае-

мое произвольно и обозначаемое стрел-

кой, то соответствующий ей граф будет 

ориентированным. Например, для цепи 

рисунка 17.1,а можно построить ориен-

тированный граф, который показан на 

рис.17.4. Обычно номера узлов помеща-

ют внутри кружков для того, чтобы от-

личить их от номеров элементов цепи 

или ветвей в графе. 

По сути, изображение электрической схемы в виде графа повторяет 

графическое изображение схемы, но без элементов, из которых состоит элек-

трическая цепь. Таким образом, граф является топологической моделью схе-

мы электрической цепи и такие относящиеся к графу определения, как связ-

ность, цикломатическое число, ранг и т.д., оказываются применимы и к цепи. 

Напомним, что только планарный граф может быть топологической 

моделью схемы линейной электрической цепи. 

 

18. Законы Кирхгофа в матричной форме. 

Двумя фундаментальными законами теории электрических цепей яв-

ляются законы Кирхгофа. Уравнения, составленные по законам Кирхгофа, 

имеют универсальный характер и справедливы при любых видах воздей-

ствий и любых элементах, включённых в ветвях, как линейных, так и нели-

нейных. Они зависят лишь от способа соединения элементов схемы друг с 

другом, т.е. от топологии схемы, поэтому называются топологическими. 

 

Рис.17.4 

 2  3 
 4  1 

 5 

 6 

 7 
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Закон Кирхгофа для токов (ЗКТ) применяется к узлам и формулируется 

следующим образом: алгебраическая сумма токов в узле равна нулю, т.е. 

  0кI . 

В этом уравнении kI  – ток одной из ветвей, присоединенной к рассматрива-

емому узлу; этот ток берется со знаком «+», если направлен от узла, и со зна-

ком « – », если направлен к узлу. 

Закон Кирхгофа для напряжений (ЗКН) применяется к контурам элек-

трической цепи и формулируется так: в любом замкнутом контуре алгебраи-

ческая сумма напряжений на зажимах ветвей, входящих в этот контур, 

равна нулю, т.е. 

  0кU . 

В этом уравнении kU  – напряжение одной ветви; оно берется со знаком «+», 

если направление тока в ветви совпадает с направлением обхода контура, и 

со знаком « – » в противном случае. 
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Рис.18.1 
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а) б) 

 Например, для цепи на рис.18.1, а уравнения ЗКН и ЗКТ приведены 

ниже. 

Уравнения ЗКН выпишем для всех контуров: 

контур  2 ,5 ,1                   0521  UUU  ; 
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контур  3 ,4 ,2                   0432  UUU  ; 

контур  3 ,1 ,6                  0631  UUU  ; 

контур  4 ,5 ,6                   0654  UUU  ; 

контур  2 ,4 ,6 ,1                06421  UUUU  ; 

контур  2 ,5 ,6 ,3               06532  UUUU  ; 

контур  5 ,4 ,3 ,1                05431  UUUU  . 

Уравнения ЗКТ:  

для узла 1         0321  III ; 

для узла 2      0643  III ; 

для узла 3      0651  III ; 

для узла 4     0542  III . 

Легко видеть, что система уравнений ЗКТ линейно зависима. Относи-

тельно уравнений ЗКН сразу не ясно, сколько их надо написать, чтобы с под-

ходяще выбранными уравнениями второй группы они образовали независи-

мую систему.  

Чтобы ответить на эти вопросы, запишем полученные системы уравне-

ний для напряжений и токов в матричной форме. 

Для систему уравнений ЗКН имеем 
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. 

Матрица системы является матрицей К всех контуров графа L на рис.18.1,б с 

заданной произвольной ориентацией, поэтому система уравнений ЗКН в мат-

ричной форме имеет вид  
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ОUК в  ,                                                     (18.1) 

где К – матрица всех контуров графа, вU  – матрица-столбец напряжений 

ветвей, О – нулевая матрица-столбец. Поэтому, матрица К представляет со-

бой матрицу коэффициентов уравнений для напряжений цепи, написанных 

по второму закону Кирхгофа. 

Так как каждая строка матрицы К есть контурный вектор графа L и 

1dim  УВС NNWrgК , то для получения контурной матрицы графа, 

строки которой представляют элементы некоторого базиса подпространства 

контуров WС, достаточно сохранить в К произвольную систему из 

1 УВ NN  линейно независимых строк, а остальные отбросить. В нашем 

случае 3rgК , чтобы определить линейно независимые строки матрицы К, а 

именно базисные векторы подпространства CW   выделим дерево 

  3 ,2 ,1,VT   (жирные ветви на рис.18.1 б) и выпишем базис из главных 

контурных векторов относительно этого дерева и хорд 4,5,6, в виде строк 

контурной матрицы В: 
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Строки матрицы В линейно независимы и совпадают с первыми тремя стро-

ками матрицы К, остальные строки матрицы К линейно зависимые. Следова-

тельно, запишем систему уравнений эквивалентную системе (18.1): 

ОUB в                                                         (18.2) 

или 



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Уравнение (18.2) определяет уравнения равновесия напряжений цепи, 

отвечающие второму закону Кирхгофа. Поэтому, в связной схеме линейно не-

зависимых уравнений Кирхгофа для напряжений ровно 1 УВ NN . 
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Это утверждение следует из того, что линейная независимость системы 

уравнений  определяется рангом матрицы коэффициентов, т.е. 

1dim  УВС NNWrgК . 

Следовательно, из уравнений ЗКН надо написать только те, которые 

соответствуют базису в подпространства WС, т.е. составленные при по-

мощи матрицы главных контуров. 

Система уравнений для ЗКТ имеет вид  
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. 

Из последнего равенства видно, что матрица системы совпадает с полной уз-

ловой матрицей 0A  графа L на рис.18.1,б, который является топологической 

моделью схемы электрической цепи рис. 18.1,а. Следовательно, система 

уравнений ЗКТ в матричной форме имеет вид:  

ОIA в 0 ,                                             (18.3) 

где 0A  – полная узловая матрица, вI  – матрица-столбец токов ветвей, О – ну-

левая матрица-столбец. Из равенства (18.3) вытекает, что полная узловая 

матрица 0A  представляет собой матрицу коэффициентов уравнений для то-

ков цепи, написанных по первому закону Кирхгофа. Так как 

1dim0  УS NWrgА , то для получения матрицы сечений графа, строки 

которой представляют элементы некоторого базиса подпространства сечений 

WS, достаточно сохранить в 0A  произвольную систему из 1УN  линейно 

независимых строк и отбросить остальные строки. В нашем случае вычерк-

нем из матрицы 0А  первую строку, получим узловую матрицу А, которая 

является матрицей сечений: 
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
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Запишем систему уравнений эквивалентную системе (18.3): 

ОIA в  .                                                       (18.4) 

или 


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Уравнение (18.4) определяет уравнения равновесия токов цепи, отвечающие 

первому закону Кирхгофа. Следовательно, в связной схеме линейно независи-

мых уравнений Кирхгофа для токов ровно 1УN . 

Это утверждение непосредственно следует из того, что линейная неза-

висимость системы уравнений определяется рангом матрицы коэффициен-

тов, т.е. 1dim0  УS NWrgА . 

Из эквивалентности узловой матрицы А и матрицы главных сечений Q 

вытекает, что почти любая формули-

ровка относительно матрицы А также 

верна и для матрицы Q и наоборот. 

Поэтому закон токов Кирхгофа можно 

выразить, применяя матрицу сечений. 

Если Q матрица сечений, то 

уравнение Кирхгофа для токов 

ОIA в   эквивалентно системе 

уравнений  

ОIQ в  .                                     (18.5) 

Например, для цепи рис.18.1. 

главные сечения показаны на рис.18.2. 

Их направления, указанные стрелка-
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ми, выбраны так, чтобы соответствующая ветвь дерева учитывалась со зна-

ком «+» (выходила из области отмеченной сечением). 

Запишем матрицу главных сечений и составим систему уравнений по 

первому закону Кирхгофа, используя матрицу сечений: 

























101100

011010

110001

Q , 










































































0

0

0

0

101100

011010

110001

6

5

4

3

2

1

I

I

I

I

I

I

ОIQ в , 

или 















.0

;0

;0

643

542

651

III

III

III

                                         (18.6) 

Примечание. Так как матрицы Q и А взаимозаменяемые, то в электро-

технической литературе, записывая системы уравнений по первому закону 

Кирхгофа, применяют как узловую матрицу А, так и матрицу главных сече-

ний Q. 

Таким образом, из уравнений ЗКТ надо сохранить те, которые соот-

ветствуют базису подпространства WS, т.е. составленные при помощи уз-

ловой матрицы или матрицы главных сечений ориентированного графа. 

Вывод: пользуясь контурной матрицей В и узловой матрицей А или 

матрицей главных сечений Q, а также законами Кирхгофа, можно записать 

уравнения, определяющие электрическое состояние цепи в матричной фор-

ме: 









,

,

ОUB

ОIА

в

в
  или  









,

,

ОUB

ОIQ

в

в
                                         (18.6) 
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где А – узловая матрица, Q – матрица главных сечений, вI  – матрица-столбец 

токов ветвей, В – контурная матрица, вU  – матрица-столбец напряжений вет-

вей, О – нулевая матрица-столбец. 

Пример 18.1. Для некоторой цепи выбрано дерево графа с упорядочен-

ной нумерацией ветвей и составлены независимые уравнения по второму за-

кону Кирхгофа: 
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Составить независимые уравнения по первому закону Кирхгофа. 

Решение. Запишем систему в матричной форме 
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тогда контурная матрица  
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Выпишем матрицу F   
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и найдем матрицу F. Так как tFF   и FF t  , то    tt
FFF   
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Матрица главных сечений имеет вид  FEQ  , следовательно, 
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Независимые уравнения по первому закону Кирхгофа имеют вид:  

ОIQ в  ; 
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19. Закон Ома в матричной форме 

Закон Ома для участка цепи, не содержащего ЭДС, устанавливает связь 

между током и напряжением на этом 

участке: abab ZIU   , где abZ  – сум-

марное сопротивление участка цепи; 

baabU    – разность потенциалов 

или напряжение между узлами, взятые по выбранному направлению тока. 

Запишем уравнение, выражающее закон Ома по рис.19.1: 

 321 ZZZIZIU abab   . 

 

Рис.19.2 

1Z  3Z  

2Z  

4Z  5Z  

 

 

Рис.19.1 

а b 
1Z  2Z  3Z  


I
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Пример 19.1. Для цепи на рис.19.2 выписать напряжения ветвей по за-

кону Ома и записать матричные уравнения для напряжений и токов ветвей. 

Решение. По закону Ома для ветвей получим систему уравнений: 
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или в матричной форме: 
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или  

ввв IZU  ,                                                     (19.1) 

где вU  - матрица-столбец напряжений ветвей, вI  - матрица-столбец токов 

ветвей, вZ  – матрица сопротивлений ветвей. Уравнение (19.1) представляет 

собой закон Ома в матричной форме. 

Закон Ома для участка цепи, содержащего ЭДС, записывается форму-

лой: 

ababab ZIЕU    

где  ЕЕab
  - алгебраическая сумма действующих на участке ЭДС, причем 

каждая ЭДС, совпадающая по направлению с положительным направлением 

тока, записывается со знаком «+», а не совпадающая – со знаком «–». 
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а 
1Z  2Z  3Z  4Z  b 

1Е  2Е  3Е  

Рис.19.3  

Запишем уравнение, выражающее закон Ома, по рис.19.3 

   4321321 ZZZZIЕЕЕUab   . 

Разберём запись закона Ома в матричной форме. 
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Рис.19.4 
 

Пример 17.2. Для цепи на рис.19.4 записать закон Ома в матричной 

форме. 

Решение. По закону Ома для ветвей получим систему уравнений: 
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Так как пятая ветвь не содержит источника ЭДС, то 05 E . 

Запишем систему в матричной форме: 
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или  

вввв IZЕU  ,                                            (19.2) 

где вU  - матрица-столбец напряжений ветвей, вI  - матрица-столбец токов 

ветвей, вZ  – матрица сопротивлений ветвей, вЕ  – матрица ЭДС ветвей. 

Уравнение (19.2) представляет собой закон Ома в матричной форме. 

Обобщённый закон Ома для участка цепи, с источниками ЭДС и тока, 

записывается формулой:  JIZЕU ababab
  , где J  – источник тока. 

 

Рис.19.5 

I  а 
1Z  

2Z  3Z  b 

1Е  2Е  

J  

 

Запишем уравнение, выражающее закон Ома, по рис.19.5: 

     JIZZZЕЕUab
  32121 . 

Допустим, цепь (без индуктивных связей между ветвями) состоит из п вет-

вей, причём ветви содержат как источники ЭДС, так и источники тока. Если 

для каждой ветви цепи записать обобщённый закон Ома, то получим систему 

из п уравнений 
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которая в матричной форме выглядит следующим образом: 
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или 

 ввввв JIZЕU  .                                  (19.3) 

где вU  – матрица-столбец напряжений ветвей, вЕ  – матрица ЭДС ветвей, вZ  

– матрица сопротивлений ветвей, вI  – матрица-столбец токов ветвей, вJ  – 

матрица-столбец источников тока в ветвях. Уравнение (19.3) представляет 

закон Ома в матричной форме 

Матрица сопротивлений вZ . Матрица сопротивлений ветвей всегда 

квадратная, порядок ее равен числу ветвей. По диагонали матрицы записы-

вают собственные сопротивления ветвей. На пересечении п-й строки и т-го 

столбца записывают сопротивления взаимной связи между п-й и т-й ветвя-

ми. В нашем случае взаимных связей между ветвями нет, поэтому матрица 

диагональная. 

Примечание. Так как мы условились рассматривать цепи без взаимной 

индуктивности между ветвями, то матрица сопротивлений ветвей вZ  в даль-

нейшем будет всегда диагональной. 

Матрицы вU , вЕ , вI , вJ  – это матрицы-столбцы, число элементов ко-

торых равно числу ветвей цепи. 

Матрица-столбец напряжений ветвей вU : 























п

в

U

U

U

U







...

2

1

. 

Матрица-столбец ЭДС источников вЕ .  
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Если положительное направление ЭДС, указанное стрелкой, совпадает с вы-

бранным направлением ветви, то в матрице вЕ  соответствующая ЭДС запи-

сывается со знаком «+», иначе перед соответствующим ЭДС в матрице вЕ  

ставится знак « – ». Если ветвь не содержит источник ЭДС, то на соответ-

ствующем месте в матрице вЕ  записывается нуль. 

Матрица-столбец токов ветвей вI : 
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Матрица-столбец токов источников вJ . Это матрица, число строк ко-

торой равно числу ветвей цепи: 
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Положительное направление тока источника должно быть задано и показано 

на схеме стрелкой. Ток источника в матрице вJ  берется со знаком «+», если 

при обходе контура, состоящего из источника и параллельной ему ветви в 

направлении ветви, положительное направление тока источника совпадает с 

направлением обхода. Иначе перед соответствующим током в матрице токов 

источников ставится знак « – ». Если ветвь не содержит источника тока, то на 

соответствующем месте в матрице вJ  записывается нуль. 
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Рис.19.6 

4Z  

3Z  
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1E  6E  

6Z  

5J  

2J  

 

Пример 19.3. Для цепи на рис.19.6: 1) составить матрицы 

ввввв JIZЕU  , , , , , записать закон Ома в матричной форме и выписать соответ-

ствующую систему линейных уравнений; 2) найти ЭДС в ветвях при помощи 

обобщённого закона Ома, если параметры элементов схемы имеют следую-

щие значения: ОмZ   41  ; ОмiZ   2  ; ОмiZ   433  ; ОмZ   24  ; 

ОмiZ   5  ; ОмZ   16  ; AI   25,11 
 ; AiI   62  ; AiI   48,036,03  ; 

AI   14 
 , AiI   935  ; AI   26  ; AJ   62 

 ; AJ   35 
 ; BU   31 

 ; BU   12 
 ; 

BU   33 
 ; BU   44 

 ; BU   55 
 ; BU   66 

 . 

Решение. 1) Для цепи рис.19.6 выпишем матрицы ввв IZU  ,  , : 
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Матрица сопротивлений ветвей вZ  диагональная, так как данная цепь 

без индуктивных связей между ветвями. 

Записывая матрицу вЕ , обратим внимание на то, что:  

Учебно-методические материалы. Филиал МИРЭА в г. Фрязино



 70 

 в 4-ой и 6-ой ветвях положительные направления ЭДС, указанные стрел-

ками, не совпадают с выбранными направлениями ветвей, поэтому в мат-

рице вЕ  соответствующие ЭДС записывается со знаком « – »; 

  в ветвях 1 и 5 положительные направления ЭДС совпадают с выбранны-

ми направлениями ветвей, поэтому соответствующие ЭДС в матрице вЕ  

записываются со знаком « + »; 

  ветви 2 и 3 не содержат источников ЭДС, поэтому на соответствующих 

местах в матрице вЕ  стоят нули. 

Матрица-столбец ЭДС источников вЕ  для цепи рис.19.6 имеет вид: 
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Запишем матрицу-столбец источников тока вJ  для цепи рис.19.6: 
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При составлении матрицы вJ , были учтены следующие факты:  

 во 2-ой ветви ток источника в матрице вJ  берется со знаком « – », так как 

при обходе контура, состоящего из источника и параллельной ему ветви в 

направлении ветви, положительное направление тока источника не совпа-

дает с направлением обхода;  

 в 5-ой ветви ток источника в матрице вJ  берется со знаком «+», так как 

при обходе контура, состоящего из источника и параллельной ему ветви в 
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направлении ветви, положительное направление тока источника совпадает 

с направлением обхода;  

 ветви 1, 3, 4 и 6 не содержат источников тока, поэтому на соответствую-

щих местах в матрице вJ  стоят нули. 

Запишем закон Ома в матричной форме:  
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Получим соответствующую систему уравнений: 
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2). Исходные данные для расчёта и сам расчёт представлены в системе 

Mathcad. 

Исходные данные в матричной форме.  

С помощью матрицы pvZ  задаются сопротивления в ветвях. 
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Формирование диагональной матрицы сопротивлений ветвей.  

 

 

 

 

 

Вычисление ЭДС в ветвях при помощи обобщённого закона Ома 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ответ: BE   21 
 ; BE   24 

 , BE   45 
 ; BE   86 

 . 

Для того чтобы выразить токи ветвей из уравнения (19.3) решим мат-

ричное уравнение 

 ввввв JIZЕU   

 ввввв ЕUZJI  1
                                              (19.4) 

Под матрицей 1
вZ  понимается матрица проводимостей ветвей вY , т.е. 

1 вв ZY . Матрица проводимостей также квадратная, порядок ее равен числу 

ветвей. Так как мы рассматриваем цепи без индуктивных связей, то матрица 

вY  будет диагональной, причем ее диагональные элементы равны значениям 

проводимостей соответствующих ветвей, поэтому для матриц вZ  и вY  можно 

записать следующие соотношения: 
1 вв ZY , 

1 вв YZ , 1 вв YZ , где 1 – 

единичная матрица. 
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Уравнение (19.4) можно представить в виде: 

 ввввв ЕUYJI                                                (19.5) 

Соотношения (19.3) и (19.5) представляют собой обобщённый закон 

Ома в матричной форме. 

 

 

20. Расчёт цепей по законам Кирхгофа. 

Выведем ещё одну форму записи второго закона Кирхгофа. 

По закону Ома (19.3) имеем 

    ,вввввввввв ЕJIZUJIZЕU   

тогда 

   

 .

00

вввввввввв

ввввввввв

JZЕBIZBJZBЕBIZB

ЕBJIZBЕBJIZBUB




 

Следовательно, второй закон Кирхгофа в матричной форме имеет вто-

рую форму записи: 

 ввввв JZЕBIZB  .                                   (20.1) 

В большинстве случаев при расчёте цепей по законам Кирхгофа, для 

записи второго закона Кирхгофа используют вторую форму записи, поэтому 

система уравнений определяющих электрическое состояние цепи в матрич-

ной форме имеет вид: 

 







.

;

ввввв

в

JZЕBIZB

ОIA
                                 (20.2) 

Теперь разберём порядок расчёта цепей, основанный на использовании 

законов Кирхгофа: 

 выбирают положительное направление токов в ветвях; 

 составляют топологический граф цепи; 

 составляют  1yN  независимых уравнений по первому закону 

Кирхгофа, т.е. ОIA в  ; 

 выбирают направления обхода независимых контуров; 
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 составляют  1 yв NN  независимых уравнений по второму закону 

Кирхгофа, т.е.  ввввв JZЕBIZB  ; 

 записывают и решают совместно полученную систему в матричной 

форме (20.2). 

 

6J  5R  

3R  

4R  

2E  

4E  

1 

2 3 
4 

2R  

1R  

6R  

1E  

Рис.20.1  

Пример 20.1. Составить топологический граф цепи, изображённой на 

рис.20.1. Записать уравнения Кирхгофа в матричной форме и рассчитать токи 

в ветвях цепи при условии, что параметры элементов имеют следующие зна-

чения: BE   401  ; BE   202  ; BE   104  ; AJ   36  ; ОмR   51  ; ОмR  102  ; 

ОмR   53  ; ОмR   204  ; ОмR   105  ; ОмR   56  . 

Решение. Цепь образована шестью ветвями. В ветвях 1,2,4 содержатся 

источники напряжения 1E , 2E , 4E , а ветвь 6 содержит источник тока 6J .  

Выберем направления токов в ветвях и составим соответствующий то-

пологический граф рис.20.2. Зададим направления обхода независимых кон-

туров.  

Исходные данные для расчёта и сам расчёт представлены в пакете 

Mathcad. 
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Рис. 20.2 
 

Исходные данные в матричной форме. 

 

 

 

 

 

 

Формирование диагональной матрицы сопротивлений ветвей 
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2. Нахождение матриц vZВ   и  VVV JZEB  . 

3. Запишем систему (20.2) в матричной форме  

   
































ввв
в

вввввв

в

JZЕB

О
I

ZB

A

JZЕBIZB

ОIA

.

;
 

СвС ВIА  , 

где 











в
С

ZB

A
А , 

 












ввв
С

JZЕB

О
В . 

Введём матрицы СА  и СВ  

 

 

 

 

 

 

4. Находим значения токов в ветвях, решая систему линейных уравнений ме-

тодом обратной матрицы 

 

 

 

 

 

 

Ответ: AI   675,21  ; AI   867,22  , AI   193,03 
 ; AI   88,04 

 ; 

AI   795,15  ; AI   072,16 
 . 

Метод расчёта цепей по законам Кирхгофа применим для цепей любой 

сложности. Он обладает наглядностью и физической ясностью, однако явля-
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ется весьма трудоёмким, поскольку требует решения системы из числа урав-

нений, равного числу ветвей. Так при расчёте схемы на рис.20.1 по законам 

Кирхгофа необходимо составить систему из 6-ти уравнений. Ту же задачу 

можно решить, записав только 3 уравнения по второму закону Кирхгофа, ес-

ли воспользоваться методом контурных токов. 

 

21. Контурные токи. Метод контурных токов. 

Покажем, что вектор вI , удовлетворяющий уравнению Кирхгофа для 

токов ОIA в   (или ОIQ в  ), принадлежит подпространству WС. Дей-

ствительно, так как строки матрицы А образуют базис в пространстве WS, то 

из равенства ОIA в   вытекает, что вI  ортогонален базису пространства 

WS. Следовательно, вектор вI  ортогонален любому вектору пространства 

WS. Из ортогональности подпространств WС и WS вытекает, что Cв WI  .  

Так как вектор Cв WI  , то его можно разложить по базису этого про-

странства, в частности, вI  можно представить линейной комбинацией столб-

цов матрицы ТВ . Запишем эту линейную комбинацию в матричной форме: 

   кТ

kk

T
k

TTT
kkk

TT
в IВ

I

I

I

BBBBIBIBII 






























...

...... 22

11

21222111  

 кT
в IBI  ,                                                  (21.1) 

где 
 























kk

к

I

I

I

I







...

22

11

  и  11I , 22I ,…, kkI - коэффициенты линейной комбинации ба-

зисных контурных векторов, число которых 1 УВ NNk .  
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Коэффициенты 11I , 22I ,…, 1mnI  уравнения (21.1) используются в 

электротехнике в качестве расчётных величин и называются контурными 

токами. Поэтому матрицу  

 



















33

22

11

I

I

I

I к







  

называют матрицей контурных токов, а уравнение (21.1) определяют как 

уравнение связи между контурными токами и токами в ветвях. 

Примечание. Можно рассматривать контурные токи  кI  как коорди-

наты некоторого вектора в контурном пространстве WC, а токи ветвей вI  – 

как координаты другого вектора в пространстве ветвей W(L). Систему коор-

динат в пространстве WC образует выбранная совокупность главных конту-

ров, а в пространстве W(L) – совокупность ветвей. Матрица TB  является мат-

рицей линейного преобразования пространства WC в пространство W(L). Это 

преобразование позволяет перейти от вектора пространства WC, представ-

ленного координатным столбцом  кI , к вектору пространства W(L), пред-

ставленному координатным столбцом вI . 

Теперь выведем матричные уравнения контурных токов. 

Умножим обе части уравнения выражающего закон Ома (19.3) в мат-

ричной форме на контурную матрицу В: 

   ввввв JIZBЕUB  , 

 ввввв JIZBЕBUB  . 

Учитывая, что 0 вUB , получим 

 вввв JIZBЕB  , 

ввввв JZBIZBЕB  , 

ввввв JZBЕBIZB  .                                         (21.2) 
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Так как  кT
в IBI  , то подставив это выражение в равенство (21.2) 

получим  

 
ввв

кT
в JZBЕBIBZB  .                              (21.3) 

Уравнение (21.3) является обобщением второго закона Кирхгофа и 

называется матричным уравнением электрического равновесия в контурных 

токах или матричным уравнением контурных токов. 

Примечание. Если считать, что преобразование, позволяющее перейти 

от пространства W(L) к пространству WC, определено матрицей B , то дей-

ствия, описанные выше, показывают, как соотношение 

 ввввв JIZЕU   выражающее закон Ома в пространстве W(L), в про-

странстве WC принимает вид (21.3) и значительно упрощается, так как ста-

новится системой с меньшим числом неизвестных. 

Введём обозначения. 

Тройное матричное произведение T
в BZB   в левой части уравнения 

(21.3) представляет собой квадратную матрицу и имеет порядок, равный чис-

лу независимых контуров. Эта матрица называется матрицей контурных со-

противлений и обозначается 

T
в

к BZBZ )( .                                   (21.4) 

Правая часть уравнения (21.3) выражает результирующее действие всех 

источников в контурах и представляет собой матрицу-столбец, число строк 

которой равно числу независимых контуров. Эта матрица называется матри-

цей контурных ЭДС и обозначается 

 
ввв

к JZBЕBЕ  .                        (21.5) 

Из выражения (21.5) вытекает, что матрица  кЕ  контурных ЭДС учи-

тывает как источники ЭДС, так и эквивалентные ЭДС от источников тока. 

Перепишем матричное уравнение (21.3) в следующем виде 

     ккк ЕIZ  .                                     (21.6) 
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Полученная система уравнений (21.6) представляет собой математиче-

скую модель цепи, составленную по методу контурного анализа или методу 

контурных токов. Она отличается от системы уравнений Кирхгофа меньшей 

размерностью и формализацией записи, которая позволяет представить си-

стему уравнений в компактной матричной форме. 

Метод контурных токов (МКТ) применяется для расчета сложных це-

пей с большим числом элементов и небольшим количеством независимых 

контуров, когда в цепи имеются только источники напряжения. Если в цепи 

имеются источники тока, то их рекомендуется преобразовать в источники 

напряжения. 

Суть метода состоит в том, что в схеме выделяю систему независимых 

главных контуров, в каждом из которых выбирают направление обхода и за-

дают расчётную величину – контурный ток. Считают, что контурный ток 

условно протекает лишь в контуре и его направление совпадает с направле-

нием обхода контура. Далее составляют и решают уравнение (21.6) относи-

тельно контурных токов, а затем с помощью уравнения связи между контур-

ными токами и токами в ветвях (21.1) вычисляют токи ветвей. 

В качестве примера ещё раз определим токи ветвей цепи, представлен-

ной на рис.20.1, но только методом контурного анализа. 

Чтобы составить матричное уравнение контурных токов найдем матри-

цы  кZ  и  кЕ . Напомним, что в нашем случае контурная матрица и матрицы 

сопротивлений ветвей, источников ЭДС ветвей, источников токов ветвей 

имеют следующий вид: 
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Так как T
в

к BZBZ )(    и   
 

ввв
к JZBЕBЕ  , 

то 
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Матричное уравнение контурных токов      ккк ЕIZ   имеет вид: 
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или 
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Решая это уравнение, получим: 

 



















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





  

Матрица токов ветвей вI  легко определяется через матрицу контурных 

токов  кI  по формуле 
 кT

в IBI   : 
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
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Пример 21.1. Составить топологический граф цепи, изображённой на 

рис.21.1.,а и определить токи ветвей методом контурного анализа. Парамет-

ры элементов цепи известны: BE   1001 
 ; ОмiZ   20401  ; ОмiZ   202  ; 

ОмiZ   303  . 

 

Рис.21.1 

1Z  

1E  2Z  3Z  
11I  22I  1 

I  II  

2 
3 

а) б) 
 

Решение.  

Граф схемы с выбранным деревом (ветвь 1) показан на рис.21.1,б. 

Исходные данные для расчёта и сам расчёт представлены в системе 

Mathcad. 

Задаём исходные данные в матричной форме 

 

 

 

Формируем диагональную матрицу сопротивлений ветвей 
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Задаём контурную матрицу  

 

 

Вычисляем контурную матрицу сопротивлений 

 

 

Находим матрицу-столбец контурных ЭДС 

 

 

Решаем уравнение контурных токов при помощи обратной матрицы и, нахо-

дим контурные токи 

 

 

Вычисляем токи ветвей 

 

 

 

Ответ: AiI   75,375,31  ; AiI   25,125,12  ; AiI   5,25,23  . 

 

22. Узловые напряжения. Метод узловых напряжений 

Покажем, что вектор вU , удовлетворяющий уравнению Кирхгофа для 

напряжений ОUB в  , принадлежит подпространству WS. Так как строки 

матрицы В образуют базис в пространстве WС, то из равенства ОUB в   

вытекает, что вU  ортогонален базису пространства WС. Следовательно, век-

тор вU  ортогонален любому вектору пространства WС. Из ортогональности 

подпространств WС и WS вытекает, что Sв WU  .  

Так как вектор Sв WU  , то его разложение по базису, а именно, по 

столбцам матрицы ТА  имеет вид: 
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   к
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у
T

в AU                                                     (22.1) 

где 























1

2

1

...

УN

у







  и 1 , 2 ,…, 1УN  - коэффициенты линейной комбинации 

базисных сечений. 

Уравнение (22.1) является узловым преобразованием, где коэффициен-

ты 1 , 2 ,…, 1т  известны в электротехнике как узловые напряжения 

(напряжение между данным узлом и базисным). 

В равенстве (22.1) матрица А может быть заменена на матрицу сечений 

Q, тогда данное преобразование становится  

у
T

в QU  .                                                  (22.2) 

Примечание. Можно рассматривать узловые напряжения у  как коор-

динаты некоторого вектора в пространстве сечений WS, а напряжения ветвей 

вU  – как координаты другого вектора в пространстве ветвей W(L). Систему 

координат в пространстве WS образует выбранная совокупность сечений (это 

сечения матрицы А или матрицы Q), а в пространстве W(L) – совокупность 

ветвей. Матрица TA  (или 
TQ ) является матрицей линейного преобразования 

пространства WS в пространство W(L). Это преобразование позволяет перей-

ти от вектора пространства WS, представленного координатным столбцом 

у , к вектору пространства W(L), представленному координатным столбцом 

вU . 

Теперь выведем матричные уравнения узловых напряжений. 
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Умножим обе части уравнения выражающего закон Ома (19.5) в мат-

ричной форме на матрицу А: 

   ввввв ЕUYАJIА  , 

 ввввв ЕUYАJАIА  . 

Учитывая, что 0 вIА , получим 

 вввв ЕUYАJА   

ввввв ЕYАUYАJА   

ввввв ЕYАJАUYА                                  (22.3) 

Так как у
T

в AU  , то подставив это выражение в равенство (22.3) 

получим  

ввву
T

в ЕYАJАAYА                           (22.4) 

Уравнение (22.4) является обобщением первого закона Кирхгофа и 

называется матричным уравнением узловых потенциалов. 

Примечание. Если считать, что преобразование, позволяющее перейти 

от пространства W(L) к пространству WS, определено матрицей А, то дей-

ствия, описанные выше, показывают, как соотношение 

 ввввв ЕUYJI   выражающее закон Ома в пространстве W(L), в про-

странстве WS принимает вид (22.4) и значительно упрощается, так как стано-

вится системой с меньшим числом неизвестных. 

Введём обозначения. 

Тройное матричное произведение T
в AYA   в левой части уравнения 

(22.4) представляет собой квадратную матрицу и имеет порядок, равный чис-

лу независимых сечений. Эта матрица называется матрицей узловых прово-

димостей и обозначается 

T
вy AYAY  .                                               (22.5) 

Правая часть уравнения (22.4) представляет собой матрицу-столбец, 

число строк которой равно числу независимых сечений. Эта матрица называ-

ется матрицей узловых токов и обозначается 

Учебно-методические материалы. Филиал МИРЭА в г. Фрязино



 86 

ввву ЕYАJАJ  .                                 (22.6) 

Перепишем матричное уравнение (22.4) в следующем виде 

ууу JY  .                                                   (22.7) 

Полученная система уравнений (22.7) представляет собой математиче-

скую модель цепи, составленную по методу узлового анализа или методу уз-

ловых напряжений. Она отличается от системы уравнений Кирхгофа мень-

шей размерностью и формализацией записи, которая позволяет представить 

систему уравнений в компактной матричной форме. 

Метод узловых напряжений (МУН) применяется для расчета цепей с 

большим числом элементов и небольшим количеством узлов. Метод реко-

мендуется применять в тех случаях, когда в цепи имеются источники тока. 

Если в цепи имеются источники напряжения, то их желательно преобразо-

вать в источники тока. 

Суть метода состоит в том, что при расчете цепи в качестве вспомога-

тельных неизвестных вводят напряжения узлов. Узловые напряжения пред-

ставляют собой потенциалы узлов и определяются относительно выбранного 

базисного узла, потенциал которого принимается равным нулю, т.е. 00  . 

Обычно за базисный узел принимается тот, к которому подключено большее 

количество ветвей. Напряжения ветвей в этом случае представляют собой 

разности узловых напряжений. Далее составляют и решают уравнение (22.7) 

относительно узловых напряжений, а затем с помощью уравнения (22.1) вы-

числяют напряжения ветвей. 

Пример 22.1. Для цепи, изображенной на рисунке 22.1,а заданы пара-

метры: BE  81  , BE   103  , BE   125  ,  Cм,y 101  ,  Cм,y 202  , 

 Cм,y 0803  ,  Cм,y 104  ,  Cм,y 2505  . Методом узловых напряжений 

определить: 1) матрицу узловых проводимостей цепи; 2) напряжения узлов 1 

и 2 в цепи; 3) напряжения ветвей. 
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Рис.22.1 
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Решение.  

Топологический граф схемы представлен на рис. 22.1,б. Считаем нуле-

вой узел базисным, поэтому 00  . 

Исходные данные для расчёта и сам расчёт представлены в системе 

Mathcad. 

Задаём исходные данные в матричной форме 

 

 

 

 

Формируем диагональную матрицу проводимостей 

 

 

 

Ypv

0.1

0.2

0.08

0.1

0.25

















  Ev

8

0

10

0

12

















  Jv

0

0

0

0

0

















  

j 1 5  Yv
j j

Ypv
j

  Yv

0.1

0

0

0

0

0

0.2

0

0

0

0

0

0.08

0

0

0

0

0

0.1

0

0

0

0

0

0.25

















  

Учебно-методические материалы. Филиал МИРЭА в г. Фрязино



 88 

Задаём узловую матрицу 

 

 

Вычисляем матрицу узловых проводимостей 

 

 

Находим матрицу-столбец узловых токов 

 

 

Решая уравнение узловых потенциалов при помощи обратной матрицы, вы-

числяем потенциалы узлов 

 

 

Вычисляем напряжения ветвей 

 

 

 

 

Ответ: BU   55,31  ; BU   195,32  ; BU   55,33 
 ; BU   746,64 

 ; 

BU   746,65 
 . 

Пример 22.2. Определить токи ветвей в цепи (рис.22.2), воспользовав-

шись для расчетов: 1) методом контурных токов, 2) методом узловых напря-

жений.  
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Рис.22.2 
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Параметры цепи имеют следующие значения: ОмR  601  ; ОмX  801  ; 

ОмR  1002  ; ОмX  1002  ; ОмX  803  ; ОмX  1004  ; ОмX  505  э. 

ЭДС генераторов одинаковы, но при выбранных на рисунке положительных 

направлениях, ЭДС второго генератора опережает по фазе ЭДС первого на 

085,36 . 

Решение. Напомним, что расчёт сложных цепей символическим мето-

дом подобен расчёту при постоянном токе. Разница в написании уравнений и 

формул при расчёте цепей с источниками постоянного и переменного тока 

заключается только в том, что во втором случае сопротивления, проводимо-

сти, токи, напряжения, ЭДС являются комплексными числами. 

Вычислим сопротивления ветвей: 

ОмiZ   80601  ; ОмiZ   1001002  ; ОмiZ   803  ; ОмiZ   1004  ; 

ОмiZ   505  . 

ЭДС 1E  выбираем с начальной фазой, 

равной нулю. Тогда BE   2001 
 , а 

BieE i   120160200
085,36

2   . 

Граф цепи представлен на рис. 22.3.  

Дерево графа содержит ветви 1 и 2, они изоб-

ражены сплошными линиями. Ветви 3,4,5 яв-

ляются хордами и изображены пунктирными линиями. 
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1. Расчёт методом контурных токов.  

Задаём исходные данные в матричной форме 
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Решаем уравнение контурных токов при помощи обратной матрицы и, нахо-

дим контурные токи 
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Вычисляем токи ветвей 

 

 

 

 

 

2.Расчёт методом узловых напряжений.  

Узел c выберем в качестве базисного, узел а считаем первым. 

Задаём исходные данные в матричной форме 
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Вычисляем матрицу узловых проводимостей 

 

Находим матрицу-столбец узловых токов 

 

 

Решая уравнение узловых потенциалов при помощи обратной матрицы, вы-

числяем потенциалы узлов 

 

 

Вычисляем напряжения ветвей 

 

 

 

 

 

Находим токи ветвей 

 

 

 

 

Ответ: AiI   669,0606,21  ; AiI   699,0235,22  ; AiI   214,1108,33  ; 

AiI   244,1737,24  ; AiI   545,0501,05  . 
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