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Введение. 
 
    Изучение предмета «Методы математической физики» в выс-
шей школе вызывает со стороны студентов ряд трудностей, свя-
занных с громоздкими вычислениями, за которыми нередко теря-
ется суть физических явлений, описываемых краевыми задачами 
для уравнений в частных производных. Поэтому преподавателю 
для того, чтобы упростить вычисления, приходится прибегать к 
неким специальным условиям, которые подчас не имеют ничего 
общего с реальными проблемами, возникающими в физике, хи-
мии, кибернетике и т.д. В настоящем методическом пособии 
предлагается отказаться от традиционного подхода к решению 
краевых задач для уравнений в частных производных и приме-
нить для их решения современные вычислительные средства, 
например, программу «Mathematica». Это позволит студентам не 
только быстро находить решения краевых задач, но и представ-
лять эти решения в виде графиков положения струны, соверша-
ющей малые поперечные колебания, поверхностей распростране-
ния тепла и потенциала, что, безусловно, наглядно демонстриру-
ет физические характеристики полученного решения. Кроме это-
го, в результате решения таких задач студенты приобретают ре-
альные навыки проведения инженерных расчетов с использова-
нием современных программных продуктов, чем они смогут в 
дальнейшем воспользоваться  при написании курсовых и ди-
пломных проектов.  
    Настоящий сборник задач и методических замечаний по их 
решению является результатом многолетнего преподавания авто-
ром предмета «Методы математической физики» на вечернем от-
делении филиала Московского института  радиоэлектроники и 
автоматики (технический университет) в городе Фрязино. Он со-
стоит из пяти разделов: 
- решение нелинейных и линейных уравнений в частных производ-
ных первого порядка; 
- приведение к каноническому виду квазилинейных уравнений в 
частных производных второго порядка; 
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-задачи Коши и краевые задачи для однородного и неоднородного 
волнового уравнения; 
- задачи Коши и краевые задачи для однородного и неоднородно-
го  уравнения теплопроводности; 
-краевые задачи для уравнений эллиптического типа. 
   В первом-втором разделах студентам предлагается решить не-
сколько задач для закрепления теоретического материала по 
дифференциальным уравнениям в частных производных первого 
порядка, по общему виду дифференциальных уравнений в част-
ных производных, по классификации квазилинейных уравнений 
второго порядка и приведению их к каноническому виду. 
   Задачи же остальных трех разделов допускают как аналитиче-
ское, так и численное решение с помощью программы «Mathe-
matica». Практика показывает, что учащиеся чаще всего выбира-
ют второй способ с одобрения, конечно, преподавателя. 
     Автор благодарит студентов филиала, решавших предлагае-
мые задачи, тем самым помогая их корректировке и совершен-
ствованию. 
 
Раздел 1 Решение нелинейных и линейных уравнений в част-
ных производных первого порядка. 
 
Задача 1. Найти общее решение линейного уравнения в частных 
производных 
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    Задача 2. Найти общее решение линейного уравнения в част-
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Раздел 2. Приведение к каноническому виду квазилинейных 
уравнений в частных производных второго порядка. 
 
Задача 3. Определить  порядок  уравнения. 
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Задача 4. Выяснить  какие  уравнения  являются  линейными (од-
нородными  или  неоднородными),  а  какие  нелинейными (квази-
линейными) 
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Задача  5.  Найти  области  гиперболичности , параболичности  
и  эллиптичности  для  уравнений. Изобразить на декартовой 
плоскости найденные области. 
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Задача 6. Привести  к каноническому  виду  следующие  уравне-
ния  в  области  их  гиперболичности. 
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Задача 7. Привести  к каноническому  виду  следующие  уравне-
ния  в  области  их  параболичности.  
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17. 075
5

25 =++++ yxyyxyxx yuuu
x
yyuyxu . 

18. 047
5
15 2 =++++ xuu
x

yuxuy xyyxyxx . 

19. 0*2 322 =++− xyyxyxx uxtguyytgxuxutg . 

20. 0**sin2sin 22 =+− yyxyxx uyuxyxu . 

21. 02 22 =+++− xyyyxyxx xuyuuyxyuux . 

22. 022sin2sin2 =+++− uuuxuxu yyyxyxx . 

23. 075
2

22
3

2 =++++ yxyyxyxx yuuu
y

xuxyxu . 

24. 047
20

5
2

22 =++−+ xuu
x

yuyxuy xyyxyxx . 
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Задача 8.  Привести уравнения к каноническому виду в  области  
их  эллиптичности. Для уравнений с постоянными коэффициен-
тами  произвести  дальнейшее  упрощение. 
 

1. 0)1(2)1( 1222 =++++++ −
yxyyxyxx uuuxxuux . 

2. 022 103754 =+++− yxyyхyxx xuuuxyuxyuxy . 
3. 0sinsin2 =++++ yxyyхyxx xuuuxuu . 
4.  

0sincos

sin82sin2cos 222

=++

+++

yx

yyхyxx
xuyu

xuxuxu
 

5. 022 =++− yyyхyxx uu
y

uyu . 

6. 0cos22
cos

1
=+− yyхyxx yuuu

y
. 

7. 0965 224)(24 =++++ + yxueueue yy
y

хy
yx

xx
x . 

8. 0222 22 =−+− yyyхyxx xyuuxuxu . 
9. 0cos2sin3 22 =+++− yxxuctgxuxu yyхyxx . 
10. 042 =−++++ xuuuuu yyyхyxx . 
11. 02715354 =+−−+− xuuuuu yxyyхyxx . 
12. 064322416165 =+++++ uuuuuu yxyyхyxx . 
13. 052624 =++++− yuuuuu yxyyхyxx . 
14. 022 =++++ xyyyхyxx uxuyuuxyxu . 
15. 0cossin4sin2 2 =+++ yyyхyxx xuxuxuu . 
16. 022 22 =−++ + xuueueue yy

y
хy

yx
xx

x . 

17. 076524
8

43 =++++− yxyyхyxx yuxuu
y
xuyxuy . 

18. 0424665 =+++++ uuuuuu yxyyхyxx . 

19. 02222 =+++ yyuyyuxxyxyuxxuy . 
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20. 0)21()21( =+++++ yyuxxuyyuyxxux . 

21. 022 2 =+++ yyyxyxx uxtgxuuctgxu . 

22. 0222sin2sin2 =+++− uuuxuxu yyyxyxx . 

23. 07522 =+++− yxyyxyxx yuxuu
x
yyuyxu . 

24. 047
5
25 2

2 =++++ xyuu
y
xxuxuy xyyxyxx . 

       
Раздел 2. Задача Коши и краевые задачи для однородного  и не-
однородного волнового уравнения 
 
Задача  9. 
1.Струна (0≤x≤m)  c  линейной  плотностью  ρ=ρ(x)  и  натяжени-
ем  Т  совершает  малые  поперечные  колебания  ),( txu . Пусть 
ϕ(х), ψ(х) -начальные  (при  t=0)  отклонение и  скорость  точек  
струны  соответственно. Пренебрегая силой  тяжести, сформули-
ровать  задачу  об  отклонении  ),( txu ,t>0,  точек  струны  от  по-
ложения  равновесия, когда  концы  струны  закреплены  жестко. 
2.Стержень  длины m , конец  которого  х=0  закреплен,  находит-
ся в состоянии покоя. В момент t=0 к свободному концу  стержня  
приложена сила  Q (на  единицу  площади), направленная  вдоль  
стержня. Поставить задачу о малых продольных колебаниях 
стержня ),( txu , t>0. 
3. Струна (0≤x≤m) c линейной плотностью ρ=ρ(x) и  натяжением  
Т совершает малые поперечные колебания ),( txu . Пусть ϕ(х), 
ψ(х) -начальные (при  t=0)  отклонение и  скорость  точек  струны  
соответственно. Пренебрегая силой тяжести, сформулировать  
задачу об отклонении ),( txu ,t>0, точек струны от положения  
равновесия, когда  концы  струны  свободны. 
4. Струна (0≤x≤m) c  линейной  плотностью  ρ=ρ(x)  и  натяжени-
ем Т совершает малые  поперечные колебания  ),( txu . Пусть ϕ(х), 
ψ(х) -начальные  (при  t=0)  отклонение и скорость точек струны  
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соответственно. Пренебрегая силой тяжести, сформулировать  
задачу об отклонении ),( txu ,t>0, точек струны от положения  
равновесия, когда концы струны двигаются в поперечном 
направлении по законам )(1 tϖ  и )(2 tϖ . 
5. Струна (0≤x≤m)  c  линейной  плотностью  ρ=ρ(x)  и  натяжени-
ем Т совершает  малые  поперечные  колебания  ),( txu . Пусть в 
начальный момент времени (при  t=0) струна находится в состоя-
нии покоя. Пренебрегая силой тяжести, сформулировать задачу  
об отклонении ),( txu ,t>0,  точек струны от положения  равнове-
сия, когда конец струны х=0 закреплен, а на другом  конце х=m 
струна подвержена действию возмущающей силы tA ϖsin . 
6.Сформулировать задачу о продольных  колебаниях  однородно-
го упругого  стержня постоянного сечения S длины m  при  усло-
вии, что  ϕ(х), ψ(х) -начальные (при  t=0)  отклонение и скорость  
стержня соответственно, в случае, когда концы стержня свобод-
ны. 
7. Сформулировать задачу о продольных колебаниях однородно-
го упругого стержня постоянного сечения S  длины m при усло-
вии, что ϕ(х), ψ(х) -начальные (при t=0) отклонение и скорость  
стержня соответственно, в случае, когда к концам стержня х=0 и  
х=m, начиная с момента t=0, приложены силы )(),( 21 tFtF , соот-
ветственно,  действующие  вдоль  оси  Ох. 
8. Струна (0≤x≤m)  c  линейной  плотностью  ρ=ρ(x)  и  натяжени-
ем Т совершает малые поперечные колебания ),( txu . Пусть в 
начальный момент времени (при  t=0) струна  находится в состо-
янии покоя. Пренебрегая силой тяжести, сформулировать задачу  
об отклонении  ),( txu ,t>0, точек струны от положения равнове-
сия, когда к концам струны х=0  и х=m, начиная с момента t=0, 
приложены поперечные силы )(),( 21 tFtF , соответственно. 
9. Струна (0≤x≤m) c линейной плотностью ρ=ρ(x) и натяжением  
Т совершает малые поперечные колебания ),( txu . Пусть в 
начальный момент времени (при t=0) струна находится в состоя-
нии  покоя. Пренебрегая силой тяжести, сформулировать задачу 
об  отклонении ),( txu ,t>0, точек струны от положения равнове-
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сия, когда концы струны х=0 и х=m закреплены упруго, то есть 
каждый из концов испытывает сопротивление, пропорциональное  
отклонению конца.  
10. Поставить задачу о движении струны длины 10, если в 
начальный момент времени (при  t=0) она оттянута вверх в точке  
х=5 на  расстояние  равное 2 от оси Ох, затем струна отпущена  
без  сообщения ей начальной скорости. 
11. Сформулировать задачу о продольных колебаниях однород-
ного упругого стержня постоянного сечения S длины m при  
условии, что ϕ(х), ψ(х) -начальные (при  t=0)  отклонение и ско-
рость стержня, соответственно, в случае, когда начиная с момен-
та t=0, стержень испытывает действие направленной вдоль оси 
Ох силы (вызванной, например, магнитным  полем) объемной  
плотности ),( txF , а концы стержня закреплены  жестко. 
12. Струна (0≤x≤m)  c  линейной  плотностью  ρ=ρ(x) и натяжени-
ем  Т совершает малые поперечные колебания ),( txu . Пусть в 
начальный момент времени (при  t=0) струна находится в состоя-
нии покоя. Пренебрегая силой тяжести, сформулировать задачу  
об отклонении  ),( txu ,t>0, точек струны от положения равнове-
сия, когда конец струны х=0 закреплен жестко, а конец х=m за-
креплен упруго, то есть испытывает сопротивление, пропорцио-
нальное отклонению конца, и на струну, начиная с момента t=0  
действует поперечная сила ),( txF  . 
13. Сформулировать задачу о продольных колебаниях однород-
ного упругого стержня постоянного сечения S длины 15 при 
условии, что в начальный момент времени (при  t=0) он оттянут 
влево в точку  х=-5  вдоль оси Ох, затем стержень отпущен без  
сообщения ему начальной скорости, и с момента t=0 стержень  
испытывает действие направленной вдоль оси Ох силы (вызван-
ной, например, магнитным  полем ) объемной плотности  ),( txF . 
14. Струна (0≤x≤m) c линейной плотностью  ρ=ρ(x) и натяжением  
Т совершает малые поперечные колебания ),( txu . Пусть ϕ(х), 
ψ(х) -начальные (при  t=0)  отклонение и  скорость точек струны,  
соответственно. Пренебрегая силой тяжести, сформулировать  
задачу об отклонении ),( txu ,t>0, точек струны от положения  
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равновесия, когда в точке )0( 00 mxx << струны, начиная с момен-
та t=0, действует  поперечная  сила )(tF , концы струны закреп-
лены жестко. 
15. Поставить  задачу  о движении  струны  длины  10 , если в  
начальный  момент времени (при  t=0)   она  оттянута вниз  в  
точке х=5 на расстояние  равное 2 от оси Ох, затем  струна отпу-
щена без сообщения ей начальной скорости. 
16. Струна (0≤x≤m)  c  линейной  плотностью  ρ=ρ(x)  и  натяже-
нием  Т  совершает  малые  поперечные  колебания  ),( txu . Пусть 
в начальный момент времени (при  t=0) струна находится в со-
стоянии покоя. Пренебрегая силой тяжести, сформулировать за-
дачу об отклонении ),( txu ,t>0, точек струны от положения рав-
новесия, когда конец струны х=0 закреплен жестко, а  конец х=m 
свободен, и на струну, начиная с момента t=0 действует попереч-
ная сила ),( txF  . 
17. Поставить задачу о движении  струны  длины m, если в 
начальный момент времени (при  t=0) она оттянута вниз в точке  
х=b на расстояние равное h от оси Ох, затем струна отпущена  без  
сообщения ей начальной скорости и на струну, начиная с момен-
та  t=0 действует поперечная сила ),( txF  . 
18. Сформулировать задачу о продольных колебаниях однород-
ного упругого стержня постоянного сечения S длины m при усло-
вии, что  ϕ(х), ψ(х) -начальные  (при  t=0)  отклонение и скорость  
стержня, соответственно, в случае, когда стержень (на единицу  
массы) испытывает действие направленной вдоль оси Ох силы 
сопротивления, пропорциональной скорости отклонения, а концы 
стержня х=0 и х=m  колеблются  по заданным  законам )(),( tt νµ ,  
соответственно. 
19. Однородная мембрана в состоянии покоя совпадает с обла-
стью D плоскости (x,y) с границей L. Пусть ρ- поверхностная 
плотность, Е- натяжение мембраны, ),( yxϕ и  ),( yxψ - начальные 
отклонения и скорости точек (x,y) мембраны, соответственно. 
Сформулировать задачу об определении поперечных отклонений 

,0),,,( >ttyxu точек мембраны от положения равновесия, прене-
брегая силой тяжести, когда края мембраны закреплены жестко. 
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20. Однородная мембрана в состоянии покоя совпадает с обла-
стью D плоскости (x,y) с границей L. Пусть ρ- поверхностная 
плотность, Е- натяжение мембраны, ),( yxϕ и  ),( yxψ - начальные 
отклонения и скорости точек (x,y) мембраны, соответственно. 
Сформулировать задачу об определении поперечных отклонений 

,0),,,( >ttyxu  точек мембраны от положения равновесия, прене-
брегая силой тяжести, когда край мембраны свободен. 
21. Однородная мембрана в состоянии покоя совпадает с обла-
стью D плоскости (x,y) с границей L. Пусть ρ- поверхностная 
плотность, Е- натяжение мембраны, ),( yxϕ и  ),( yxψ - начальные 
отклонения и скорости  точек (x,y) мембраны соответственно. 
Сформулировать задачу об определении поперечных отклонени-
ях ,0),,,( >ttyxu  точек мембраны от положения равновесия, пре-
небрегая силой тяжести, когда к краю мембраны приложена по-
перечная сила ,),(),,,( LyxtyxF ∈  начиная с начального момента  
времени. 
22. Однородная мембрана в состоянии покоя совпадает с обла-
стью D плоскости (x,y) с границей L. Пусть ρ- поверхностная 
плотность, Е- натяжение мембраны, ),( yxϕ и  ),( yxψ - начальные 
отклонения и скорости  точек (x,y) мембраны соответственно. 
Сформулировать задачу об определении поперечных отклонени-
ях ,0),,,( >ttyxu  точек мембраны от положения равновесия, пре-
небрегая силой тяжести, когда края мембраны закреплен упруго, 
т. е. точки края испытывают сопротивление, пропорциональное 
их отклонению. 
23. Однородная мембрана в состоянии покоя совпадает с обла-
стью D плоскости (x,y) с границей L. Пусть ρ- поверхностная 
плотность, Е- натяжение мембраны, ),( yxϕ и  ),( yxψ - начальные 
отклонения и скорости  точек (x,y) мембраны соответственно. 
Сформулировать задачу об определении поперечных отклонени-
ях ,0),,,( >ttyxu  точек мембраны от положения равновесия, пре-
небрегая силой тяжести, когда на мембрану действует попереч-
ная сила ,),(),,,( DyxtyxF ∈  начиная с начального момента  вре-
мени, а край мембраны закреплен жестко. 
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24. Однородная мембрана в состоянии покоя совпадает с обла-
стью D плоскости (x,y) с границей L. Пусть ρ- поверхностная 
плотность, Е- натяжение мембраны, ),( yxϕ и  ),( yxψ - начальные 
отклонения и скорости  точек (x,y) мембраны соответственно. 
Сформулировать задачу об определении поперечных отклонени-
ях ,0),,,( >ttyxu  точек мембраны от положения равновесия, пре-
небрегая силой тяжести, когда мембрана  колеблется в среде , 
оказывающей сопротивление колебаниям, пропорциональное от-
клонению,  а край мембраны закреплен жестко. 
 
 Задача 10. Решить  задачу  Коши:   

.),()0,(),()0,(
,0,),,(2

+∞≤≤−∞==
≥+∞≤≤−∞+=
xxxuxxu

txtxfuau

t

xxtt
ψϕ

 

 

№ a ),( txf  )(xϕ  )(xψ  № a ),( txf  )(xϕ  )(xψ  

1 5 tx 2sin  xcos  xsin  13 3 txsin7  x2cos  x3sin  

2 7 tx sin2  x3cos  x2sin  14 4 tx 3cos2  x2cos  x2sin  

3 2 tx 2cos  x2cos  x3sin  15 1 tx 4cos  x2cos
 

x3sin  

4 3 tx 2sin2  x5cos  xsin  16 2 tx 2sin2  x5sin  xsin  

5 1 tx 3sin  xcos  xsin  17 4 tx 2sin  x3cos  xsin  

6 4 tx 2sin5  x2cos  x2sin  18 7 tx 3sin5  x2cos  x3sin  

7 9 tx 3sin2  x5cos  x2sin  19 8 tx 3sin  x5cos  x2sin  

8 2 tx 5sin2  xcos  x7sin  20 9 tx 2sin5 2

 
xcos  x7sin  
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9 4 tx 3cos11  x2sin  x2cos  21 2 tx 5sin  x7cos  xsin  

10 7 tx 3sin2  x3sin  x2sin  22 5 tx 3sin2  xcos  x2cos
 

11 4 tx cos3  x3cos  xsin  23 6 tx sin3  xcos  x7sin  

12 3 )2/3sin( tx  x5cos  x2sin  24 3 tx 3cos2  x2sin  xsin  

 
 

Задача 11. Решить  задачу  Коши  на плоскости: 

).,()0,,(),,()0,,(

,0,,),,,()(2

yxyxuyxyxu
tyxtyxfuuau

t

yyxxtt

ψϕ ==

≥+∞≤≤−∞+∞≤≤−∞++=
 

 

№ ),,( tyxf  ),( yxϕ  ),( yxψ  a 
1 33xyt  

xy 2)65( yx−  
2 

2 22txy  
22 yx +  2)3( yx−  

5 

3 tyx 22
 xy2  0 1,5 

4 222 ytx  
22 yx +  

2)54( yx−  1 

5 27xyt  
22 yx +  

2)7( yx−  1 

6 22 ytx  
22 yx −  

2)5( yx−  2,5 

7 ytx2
 

22 yx −  2)2( yx−  
10 

8 xyt4  xy2  2)73( yx−  
4 

9 38xyt  
xy−  0 8 

10 22 ytx  
22 yx +  

2)2( yx−  11 

11 34xyt  22 yx −  
2)43( yx−  2 

12 xyt6  22 yx −  0 9 

13 tyx 226  
xy 0 3 
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14 tyx 222  
22 yx +  

2)32( yx−  2 

15 tyx 225  
xy 0 5 

16 tyx 224  
22 yx −  

2)3( yx−  7 

17 xyt5  xy 2)2( yx+  8 

18 xyt7  xy 2)2( yx−  2 

19 tyx 225  
22 yx +  

2)2( yx+  1 

20 325xyt  
22 yx −  0 3 

21 23xyt  
22 yx +  

2)( yx−  9 

22 xyt15  xy 0 10 
23 24xyt  

22 yx −  
2)( yx−  2 

24 xyt5  22 yx +  0 9 
 
 

Задача 12. Решить  задачу  Коши  в  пространстве: 

).,,()0,,(),,,()0,,,(

,0,,,),(2

zyxyxtuzyxzyxu
tzyxzzuyyuxxuattu

ψϕ ==

≥+∞≤≤−∞++=
 

 

№ ),,( zyxϕ  ),,( zyxψ  a 
1 0 2)( zyx +−  1 

2 0 2)2( zyx +−  2 

3 xyz 2)( zyx −+  3 

4 222 zyx ++  2)2( zyx +−  4 

5 222 zyx −−  2)2( zyx +−  5 

6 xyz 2)22( zyx ++  6 

7 xyz 2)3( zyx ++  7 

8 222 zyx +−  2)32( zyx ++  8 
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9 xyz 2)432( zyx ++  9 

10 222 zyx −−  2)342( zyx +−  1,0 

11 222 zyx −+  2)342( zyx ++  1,1 

12 xyz  2)5( zyx +−  1,3 

13 222 zyx ++  2)324( zyx +−  1,2 

14 2zxy +  222 zyx ++  1,4 

15 xyz  2)( zyx +−  1,5 
16 222 zyx +−  2)9( zyx ++  1,6 
17 2zxy +  222 zyx +−  1,7 

18 xyz2  2)42( zyx +−  1,8 
19 222 zyx −−  2)11( zyx −−  1,9 
20 xyz3  2)25( zyx −+  2,0 
21 2zxy +  2)( zyx +−  2,1 
22 222 zyx −−  2)6( zyx −+  2,2 
23 2zxy +  222 zyx −−  2,3 

24 222 zyx ++  2)53( zyx +−  2,4 
 
Задача 13. 
Туго  натянутая гибкая однородная струна (a=1) имеет  закреп-
ленные  концы в точках  x=0 и x=l совершает малые поперечные 
свободные колебания. В момент  времени t=0 струне  придано  
положение )(xf  и начальная скорость ).(xg  Воспользовавшись 
первыми шестьюдесятью слагаемыми ряда Фурье, представляю-
щего решение этой задачи, начертить положение струны в мо-
менты времени t=1,2,18,32,33.  Найти  смещение точки  х=l/2  
струны  в  момент  времени t=1. Для решения задачи воспользо-
ваться  средствами программы Mathematica. 
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№ )(xf  )(xg  l 
1. 










≤≤+−

<≤
+

.x
2

,)2/)((2

;
2

,0)2/(2

lllxxl
l

lx
l

lxx

 
)(2sin31

l
xπ  13 

2. )32(2.0 xlx −  )7/sin( xx π  7 

3. 
l
xπ3sin11  12cos −

l
xπ  6,8 

4. )sin()(5.0 xxlx π−  ))(1)/(( lxlxch −−  11,7 
5. )sin()2,125,1( xx π+  )(2sin21

l
xπ  9 

6. lxexx /)5,18125,1( −−  ))(
2

(3cos1,0 lx
l
x

−
π  11 

7. 










≤≤−

<≤

.x
3

,)(3

,
3

0,3

llxl
l

lx
l
x

 ]1)2/[sin(*
*)1)/((
−

−
lx

lxch
π

 
12 

8. )(7,0 lxx −  2)12(cos −
l
xπ  7 

9. lxexllxx /2)2223(9,0 −+−  )/(2sin7,2 lxπ  13 

10. )22)(/3(7,0 lxlxsh −  )2/cos(9,3 lxx π  3 

11. )/(1,2 elxex −  )2/sin()1ln(1,4 lxxl π+−  11 

12. 










≤≤−

<≤

llxl
l

lx
l
x

x
3

при)(9
3

0при9

 
)1)2/)(sin(1/2( −−− lxlxe π  15 

13. )(2sin31
l
xπ  










≤≤+−

<≤
+

.x
2

,)2/)((2

;
2

,0)2/(2

lllxxl
l

lx
l

lxx

 

13 
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14. )7/sin( xx π  )32(2.0 xlx −  7 

15. 12cos −
l
xπ  

l
xπ3sin11  6,8 

16. ))(1)/(( lxlxch −−  )sin()(5.0 xxlx π−  11,7 
17. )(2sin21

l
xπ  )sin()2,125,1( xx π+  9 

18. ))(
2

(3cos1,0 lx
l
x

−
π  lxexx /)5,18125,1( −−  11 

19. 
]1)2/[sin(*

*)1)/((
−

−
lx

lxch
π

 










≤≤−

<≤

llxl
l

lx
l
x

x
3

при)(3
3

0при3

 

12 

20. 2)12(cos −
l
xπ  

)(7,0 lxx −  7 

21. )/(2sin7,2 lxπ  lxexllxx /2)2223(9,0 −+−  13 

22. )2/cos(9,3 lxx π  )22)(/3(7,0 lxlxsh −  3 

23. )2/sin()1ln(1,4 lxxl π+−  )/(1,2 elxex −  11 

24. 

)1)2/(sin(*
*)1(9,5 /2

−
−−

lx
e lx

π
 










≤≤−

<≤

llxl
l

lx
l
x

x
3

при)(9
3

0при9

 

15 

 
Задача 14. Туго  натянутая гибкая однородная струна (a=1) имеет  
закрепленные  концы в точках  x=0 и x=l В момент  времени t=0 
струне  придано  положение )(xf  и начальная скорость ).(xg  
Воспользовавшись общим решением неоднородной краевой за-
дачи, начертить положение струны в моменты времени 
t=1,2,18,32,33, добавив в уравнение неоднородность ),( txf .  
Найти  смещение точки  х=l/2  струны  в  момент  времени t=1. 
Для решения задачи воспользоваться  средствами программы 
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Mathematica. Значения )(xf , )(xg  и l необходимо взять из 
предыдущей задачи. 
 

№ ),( txf  № ),( txf  
1 )/7sin( lxt π  13 )/4sin()12( lxt π+  
2 )/5.0sin()1( lxt π+  14 )/5sin()35.1( 2 lxt π+  
3 )/5.2cos()2( 2 lxt π+  15 )/3.1sin()12( lxt π+  
4 )/7.1sin( lxt π  16 )/3.4sin()315( 2 lxt π+  
5 )/7.0sin()12( 2 lxtt π++  17 )/1.0sin()12( lxt π+  
6 )/5.0sin(3 lxt π  18 )/5.3sin()315( 2 lxt π+  
7 )/3.2sin()12( lxt π+  19 )/3.0sin()11.02( lxt π−  
8 )/25sin(2 lxt π  20 )/2.2cos()13( 2 lxt π−  
9 )/5.2sin()311( 2 lxt π−  21 )/7sin()315( 2 lxt π+  
10 )/6sin()17( 3 lxt π−  22 )/17sin(3 lxt π  
11 )/11sin()12( lxt π+  23 )/sin()112( lxt π−  
12 )/7sin(2 lxt π  24 )/17sin()3( 2 lxtt π−  

 
Пример решения задачи 14. 
 
 
В примере приведено решение следующей краевой задачи: 

.0,0),17(),0(
,170,17/)17()0,(

,170),17/(sin7.0)0,(

,170,0),17/1.0sin(
2

>==
≤≤−=
≤≤=

≤≤>+=

ttutu
xxxxu

xxxu

xtxtuu

t

xxtt

π

π
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Построим графики найденных таким образом функций сме-

щения струны: 
 

 
 

2.5 5 7.5 10 12.5 15

50

100

150

200

Положение струны в различные моменты времени

 
 
Найдем численное значение смещения струны в ее середине в 
момент времени t=1: 
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Получим: .625.196)1;5.8( =u  

 Задача 15. Туго  натянутая гибкая однородная струна (a=1) , ле-
вый конец x=0 которой движется по закону )(tµ , а правый x=l – 
по закону )(tν . В момент  времени t=0 струне  придано  положе-
ние )(xf  и начальная скорость ).(xg  Воспользовавшись общим 
решением неоднородной краевой задачи для свободных колеба-
ний струны, начертить положение струны в моменты времени 
t=1,2,0.1 ,1.5 , 2.5, добавив в уравнение неоднородность ),( txf .  
Найти  смещение точки  х=l/2  струны  в  момент  времени t=1. 
Для решения задачи воспользоваться  средствами программы 
Mathematica. Значения )(xf , )(xg , ),( txf  и l необходимо взять из 
предыдущей задачи. 
№ 0),( >ttµ  0),( >ttν  № 0),( >ttµ  0),( >ttν  
1 tt +210  t5  13 2.0cos2.0 −t  tt +− 2  
2 tt 772 +  t  14 5.15.1 −te  t  
3 tt 710 2 +  35t  15 tgt5.0  2t  
4 t5  tt +210  16 tt 725 2 +  tt sin)15( +

 
5 tt +210  55 −te  17 ttt cos)( 2 +  t2.0  

6 tt sin10 2 +  t5  18 sht10  tt sin7.02 −
 

7 tt −211  5cos5 −t  19 )2sin(5.1 tt −  tgt5.1  
8 tt +211  t15  20 tt 2.02 −  sht  
9 tgt5  1cos10 2 −+ tt  21 t3.2  2cos ttt −  
10 tt sin5 −  tt −31.1  22 )5cos( tt  tt 3.32 −  
11 

1cos
210 2

−+
++

t
tt  tt 2.02 +  23 3t  1−cht  

12 15/775 tet −+  tt 1310 2 +  24 t5  tt sin10 2 +
 

 
Пример решения задачи 15. 
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Построим графики найденных таким образом функций сме-
щения струны: 
 

 
 

 
 

Найдем численное значение смещения струны в ее середине в 
момент времени t=1: 
 

 
 

Получим: .30664.5)1;5.8( =u  
 
 В примере приведено решение следующей краевой задачи: 
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.0,),17(
,0,),0(

,170,17/)17()0,(
,170),17/(sin7.0)0,(

,170,0,

2

2

>=
>=

≤≤−=
≤≤=

≤≤>+=

tttu
tttu

xxxxu
xxxu

xttxuu

t

xxtt

π
 

 

Задача 16.Решить  первую  смешанную  задачу   для  волнового  
уравнения  в  прямоугольнике: 

.0,0,0,0),,(),0,(),,(),,0(
,0,0),,()0,,(
,0,0),,()0,,(

,0,0,0),(2

>≤≤≤≤====
≤≤≤≤=
≤≤≤≤=

>≤≤≤≤+=

tqypxtqxutxutyputyu
qypxyxgyxu
qypxyxfyxu

tqypxuuau

t

yyxxtt

 
№ a p q ),( yxf  ),( yxg  

1 1 2 3 )3)(2(
64

yxxy
−−  

22 yx −  

2 2 3 4 )4)(3( yxxy −−  xy 

3 3 4 5 )5)(4( yxxy −−  22 yx +  

4 4 5 6 )6)(5( yxxy −−  xy 

5 5 6 2 )2)(6( yxxy −−  22 yx −  

6 2 2 4 )4)(2( yxxy −−  xy 

7 3 3 5 )5)(3( yxxy −−  xy 

8 4 4 6 )6)(4( yxxy −−  22 yx +  

9 5 5 2 )2)(5( yxxy −−  2)2( yx−  

10 1 6 3 )3)(6( yxxy −−  2)73( yx−  

11 1.3 3.2 3.3 )3.3)(2.3(
4.6

yxxy
−−  

0 

12 2.3 2.3 2.4 )4.2)(3.2(
5.2

yxxy
−−  

2)2( yx−  
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13 3.3 4.4 4.5 )5.4)(4.4( yxxy −−  2)43( yx−  

14 4.4 5.5 6.5 )5.6)(5.5( yxxy −−  xy 

15 5.4 6.7 2.7 )7.2)(7.6( yxxy −−  22 1.0 yx −  

16 2.4 8.2 8.4 )4.8)(2.8( yxxy −−  xy2  

17 3.1 3.8 5.8 )8.5)(8.3( yxxy −−  22 2.2 yx +  

18 4.1 9.4 9.6 )6.9)(4.9( yxxy −−  227.5 yx +  

19 5.1 5.9 2.9 )9.2)(9.5( yxxy −−  22 7.0 yx −  

20 1.1 6.1 3.1 )1.3)(1.6( yxxy −−  22 yx −  

21 1.7 2.12 3.13 )13.3)(12.2(
5.6

yxxy
−−  

xy8.2  

22 2.7 3.3 4.3 )3.4)(3.3( yxxy −−  xy 

23 3.8 4.1 5.1 )1.5)(1.4( yxxy −−  22 75.3 yx −  

24 4.9 5.2 6.2 )2.6)(2.5( yxxy −−  xy2  
 

Пример решения задачи 16. 
В примере приведено решение следующей краевой задачи: 

.0,60,50,0),6,(),0,(),,5(),,0(
,60,50,)0,,(

,60,50),6)(5()0,,(

,0,60,50,

22

>≤≤≤≤====
≤≤≤≤+=

≤≤≤≤−−=

>≤≤≤≤+=

tyxtxutxutyutyu
yxyxyxu

yxyxxyyxu
tyxuuu

t

yyxxtt
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Положения мембраны в момент t2

0

1

2

3

4

5
0

2

4

6

0

20

40

60

0

1

2

3

4

 
 

Раздел 4. Краевые задачи для уравнения теплопроводности. 
      
Задача 17. 
 

1.Боковая поверхность стержня (0≤х≤l) теплоизолирована, а его  
начальная (при  t=0) температура равна ϕ(х). Сформулировать 
задачу об определении температуры u(x,t) в стержне при t>0 для  
случаев, когда концы стержня теплоизолированы. 
2. Боковая  поверхность стержня (0≤х≤l) теплоизолирована, а его  
начальная (при t=0) температура равна ϕ(х). Сформулировать  за-
дачу об определении температуры u(x,t) в стержне при t>0 для  
случаев, когда на конце х=0 поддерживается тепловой  поток q(t) 
а  конец стержня х=l  теплоизолирован. 
3. Боковая поверхность стержня (0≤х≤l) теплоизолирована, а его  
начальная (при t=0) температура равна ϕ(х). Сформулировать  за-
дачу об определении температуры u(x,t) в стержне при t>0 для  
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случаев, когда конец х=0 теплоизолирован, а на конце стержня  
х=l  поддерживается тепловой поток Q(t). 
4. Боковая поверхность стержня (0≤х≤l) теплоизолирована, а его  
начальная (при t=0) температура равна  ϕ(х) . Сформулировать  
задачу об определении температуры u(x,t) в стержне при t>0 для  
случаев, когда на конце х=0  поддерживается  тепловой  поток 
q(t),а на  конце стержня  х=l  поддерживается  тепловой  поток 
Q(t). 
5. Боковая поверхность стержня (0≤х≤l) теплоизолирована, а его  
начальная (при t=0) температура равна  ϕ(х) . Сформулировать  
задачу об определении температуры u(x,t) в стержне при t>0 для  
случаев, когда на  концах  х=0  и  х=l стержня  происходит  кон-
вективный теплообмен по закону Ньютона со средами, примы-
кающими к этим концам и имеющими температуру τ(t) и θ(t) со-
ответственно. 
6. Боковая поверхность стержня (0≤х≤l) теплоизолирована, а его  
начальная (при t=0) температура равна  ϕ(х) . Сформулировать  
задачу об определении температуры u(x,t) в стержне при t>0 для  
случаев, когда на конце х=0 поддерживается тепловой поток 
q(t),а на  конце х=l  стержня происходит конвективный теплооб-
мен по закону Ньютона со средой, примыкающей  к этому концу 
и имеющей температуру  θ(t) . 
7. Боковая  поверхность стержня  (0≤х≤l) теплоизолирована, а его  
начальная (при  t=0) температура равна ϕ(х). Сформулировать за-
дачу об определении  температуры  u(x,t)  в стержне при t>0 для  
случаев, когда  на  конце  х=0  стержня  происходит  конвектив-
ный теплообмен по закону Ньютона со средой, примыкающей  к 
этому концу и имеющей температуру τ(t), а на конце стержня х=l 
поддерживается  тепловой  поток Q(t). 
8. Боковая поверхность стержня (0≤х≤l) теплоизолирована, а его  
начальная (при  t=0) температура равна ϕ(х). Сформулировать  
задачу об определении температуры u(x,t) в стержне при t>0 для  
случаев, когда конец х=0 теплоизолирован, а на  конце  х=l  
стержня происходит конвективный теплообмен по закону Нью-
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тона со средой, примыкающей к этому концу и имеющей темпе-
ратуру θ(t) . 
9. Боковая поверхность стержня (0≤х≤l) теплоизолирована, а его  
начальная (при  t=0) температура равна ϕ(х) . Сформулировать 
задачу об определении температуры u(x,t) в стержне при t>0 для  
случаев, когда  на  конце  х=0 стержня происходит конвективный 
теплообмен по закону Ньютона со средой, примыкающей к этому 
концу и имеющей температуру τ(t), а конец стержня х=l тепло-
изолирован. 
10. В трубке  длины l постоянного сечения S, однородно запол-
ненной пористым веществом, происходит диффузия газа с 
начальной  (при  t=0) концентрацией ϕ(х).  Поставить задачу об 
определении  концентрации u(x,t) газа в трубке при  t>0, считая 
боковую поверхность трубки газонепроницаемой, когда оба  кон-
ца  трубки  газонепроницаемы. 
11. В трубке  длины l постоянного сечения S, однородно запол-
ненной пористым веществом, происходит диффузия газа с 
начальной  (при  t=0) концентрацией ϕ(х). Поставить задачу об 
определении  концентрации u(x,t) газа в трубке при  t>0, считая 
боковую поверхность трубки газонепроницаемой, когда на конце 
х=0, начиная с  момента t=0, поддерживается концентрация газа  
равная  µ(t), а  конец х=l  газонепроницаем. 
12. В трубке  длины l постоянного сечения S, однородно запол-
ненной пористым веществом, происходит диффузия газа с 
начальной  (при  t=0) концентрацией ϕ(х). Поставить задачу об 
определении  концентрации u(x,t) газа в трубке при  t>0, считая 
боковую поверхность трубки газонепроницаемой, когда на конце 
х=l, начиная с  момента t=0, поддерживается концентрация газа  
равная  ν(t), а  конец х=0  газонепроницаем. 
13. В  трубке длины l постоянного сечения S, однородно запол-
ненной пористым веществом, происходит диффузия газа с 
начальной  (при  t=0)  концентрацией ϕ(х). Поставить задачу об 
определении  концентрации  u(x,t) газа в трубке при t>0, считая 
боковую поверхность трубки газонепроницаемой, когда на конце 
х=0, начиная с  момента t=0,  поддерживается  концентрация  га-
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за  равная  µ(t), а на  конце  х=l, начиная с момента t=0, поддер-
живается концентрация  газа равная ν(t). 
14. В  трубке  длины  l  постоянного  сечения   S, однородно  за-
полненной  пористым веществом, происходит  диффузия  газа  с  
начальной  (при  t=0)  концентрацией ϕ(х).  Поставить  задачу  об  
определении  концентрации  u(x,t) газа  в  трубке  при  t>0, считая  
боковую  поверхность трубки  газонепроницаемой, когда  на  
конце  х=0, начиная  с  момента  t=0, поддерживается  концен-
трация  газа  равная  µ(t), а на  конце  х=l, начиная с момента  t=0, 
поддерживается  поток  газа  q(t). 
15. В  трубке  длины  l  постоянного  сечения   S, однородно  за-
полненной  пористым веществом, происходит  диффузия  газа  с  
начальной  (при  t=0)  концентрацией ϕ(х). Поставить  задачу  об  
определении  концентрации  u(x,t) газа  в  трубке  при  t>0, считая  
боковую  поверхность   трубки  газонепроницаемой, когда  на  
конце  х=0, начиная  с  момента  t=0,  поддерживается  поток  га-
за  Q(t), а на  конце  х=l,  начиная  с  момента  t=0,  поддержива-
ется  концентрация  газа  равная  ν(t). 
16. В трубке  длины l  постоянного  сечения S, однородно  запол-
ненной  пористым веществом, происходит  диффузия  газа  с  
начальной  (при  t=0)  концентрацией ϕ(х) . Поставить  задачу  об  
определении  концентрации  u(x,t) газа в трубке при  t>0, считая  
боковую поверхность трубки  газонепроницаемой, когда  на  кон-
це  х=0, начиная с момента t=0, поддерживается поток газа  Q(t), 
а на  конце  х=l, начиная  с  момента  t=0, поддерживается поток 
газа  q(t). 
17. В трубке  длины  l  постоянного  сечения   S, однородно  за-
полненной  пористым веществом, происходит  диффузия  газа  с  
начальной  (при  t=0)  концентрацией ϕ(х) . Поставить  задачу  об  
определении  концентрации  u(x,t) газа в трубке при  t>0, считая  
боковую поверхность трубки газонепроницаемой, когда конец  
х=0 газонепроницаемый, а на  конце  х=l, начиная с момента  t=0,  
поддерживается  поток газа  q(t). 
18. В трубке длины  l  постоянного сечения S, однородно  запол-
ненной  пористым веществом,   происходит  диффузия  газа  с  
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начальной  (при  t=0)  концентрацией ϕ(х). Поставить  задачу  об  
определении  концентрации  u газа  в  трубке  при  t>0  , считая  
боковую  поверхность   трубки  газонепроницаемой ,  когда  на  
конце  х=0  , начиная  с  момента  t=0  ,  поддерживается  поток  
газа  Q(t), а  конец  х=l  газонепроницаемый. 
19. Боковая поверхность стержня (0≤х≤l) нетеплоизолирована и в 
момент времени t в каждую  точку х стержня поступает от внеш-
них источников f(x,t) тепла, а его начальная (при t=0) температу-
ра равна  ϕ(х). Сформулировать задачу об определении темпера-
туры  u(x,t) в стержне при t>0 для случаев, когда  на  конце  х=0  
поддерживается  температура μ(t), а  конец стержня х=l  тепло-
изолирован. 
20. Однородный брусок постоянного поперечного сечения распо-
ложен вдоль оси Ox так, что его торцы находятся  в плоскостях 
х=0  и х=l . Боковая поверхность и поверхности торцов бруска 
изолированы, и внутри бруска нет источников тепла. Начальное 
распределение температуры имеет вид .0,2 lxxlx ≤≤−  Поставить 
задачу о нахождении распределения температуры u(x,t) в бруске 
при t>0. 
21. Поставить задачу о нахождении распределения температуры 
u(x,t) в бруске длиной 25 см при t>0, боковая поверхность кото-
рого полностью изолирована, на торцах поддерживается темпе-
ратура C00 , и начальное  распределение температуры в градусах  
Цельсия имеет вид )10()( xxxf −= . Поперечное сечение бруска  
имеет постоянную  площадь 1 кв. см, плотность вещества  10,6 
г/куб. см, теплопроводность 1,04 кал./(см* C0 *с) , и удельная  
теплоемкость 0,056 кал./(г* C0 ). 
22. На границах прямоугольника dycbxa ≤≤≤≤ ,  поддержива-
ется  нулевая  температура. В момент времени t=0 температура 
u(x,t) имеет предписанное значение ).,( yxf  Поставить задачу о 
нахождении распределения температуры u(x,t) при t>0. 
23. На концах однородного стержня из  проводящего материала 
длины 150 см поддерживается нулевая  температура. Распределе-
ние температуры  в начальный момент времени имеет вид 
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Поставить задачу о нахождении распределения температуры 
u(x,t) при t>0. 
24. В  трубке  длины  l  постоянного  сечения  S, однородно  за-
полненной  пористым веществом, происходит  диффузия  газа  с  
начальной (при  t=0)  концентрацией Δ(х) .Поставить  задачу  об  
определении  концентрации  u(x,t) газа  в  трубке  при t>0, считая  
боковую  поверхность   трубки  газонепроницаемой,  когда  на  
конце  х=l, начиная  с  момента  t=0,  поддерживается  концен-
трация  газа  равная  ν(t), а  конец х=0  газонепроницаем. 
 
Задача18. Найти  решение задачи Коши  для уравнения теплопро-
водности 


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
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
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+∞<<∞−>
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∂
∂
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−
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2

2

2

2

xexu

xt
t
u

x
u

cbxax
 

 
 

№  a  b  c № a  b  c 
1. 1 1 1 13. -4 -5 -6 
2. -1 -1 0 14. -7 -8 -9 
3. 2 2 2 15. -1 -1 -1 
4. 0 1 1 16. 1 0 1 
5. 2 1 1 17. 3 2 1 
6. 1 0 -1 18. -3 3 -1 
7. 0 2 1 19. 1 0.5 2 
8. -2 0 1 20. -5 -2 0 
9. 1 2 3 21. -4 0 7 
10. 4 5 6 22. 3 7 11 
11. 7 8 9 23. 2 5 -2 
12. -1 -2 -3 24. 1 0 8 
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 Задача19.  
 

Начертить поверхность распределения температуры ( в зависи-
мости от времени t  и точки стержня x) в однородном стержне 
(a≠1) длины l, боковая поверхность которого тепло-изолирована 
и на концах стержня поддерживается нулевая температура. В 
начальный момент времени в каждой точке стержня задана тем-
пература  .f(x)  Для решения задачи воспользоваться средствами 
программы  Mathematica.  
№ а f(x) l № а f(x) l 
1 0.9 )5.4/sin()4,4( 3 xx π−  9 13 0.6 )113( −xx  6 
2 0.7 )

7
sin()2,23,1( 2 xx π

−

 

7 14 0.8 )8(5.0 +− xe x  8 

3 0.5 xxx )15()5sin( −+π  5 15 0.1 xxx )17()7sin( −+π
 

1 

4 0.3 xx )13( 2 −  3 16 1.1 )
11

sin()23,1( 2 xx π
−

 

11 

5 0.1 )1( +xx  1 17 1.2 )6/sin()4,4( 3 xx π−  12 

6 1.1 )22/sin(5.0 xe x π−  11 18 0.6 )16/sin(5.0 xe x π−  8 

7 1.3 )
13

sin()2,13,1( 2 xx π
+

 

13 19 0.7 )113( −xx  7 

8 0.5 )10/sin(5.1 xe x π−  5 20 0.5 )12/sin(2.0 xe x π−  5 

9 0.7 )7(5.0 +− xe x  7 21 0.1 )sin()2,13,1( 2 xx π+
 

1 

1
0 

0.9 xx )13( −  9 22 0.7 xxx )13()7sin( −+π
 

7 
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1
1 

0.2 )2(5.0 +− xe x  2 23 0.6 )
12

sin(5.0 xe x π−  6 

1
2 

0.4 )12/sin(5.0 xe x π−  4 24 0.4 )2/sin()4,4( 3 xx π−  4 

 
 Приведем пример решения задачи 19. 
 

 
 

Начертим поверхность распределения температуры в зави-
симости от времени t и точки стержня x. 
 

 
 
В примере решалась следующая краевая задача: 
 Найти решение ),( txu  уравнения 

0,110, >≤≤= txuu txx  

Учебно-методические материалы. Филиал МИРЭА в г. Фрязино



 42 

с начальным условием 

,
.112/11,11

,2/110,
,0)





≤<−
≤≤

=
xx

xx
u(x  

и граничными условиями 
.0,0),11(,0,0),0( >=>= ttuttu  

 
Задача 20.  
 

Температура ),( txu в каждой точке x однородного стержня длины 
l в момент времени t задается уравнением  

                                   0,0),,(2

2
2 >≤≤+
∂
∂

=
∂
∂ tlxtxf

x
ua

t
u  

(боковая поверхность стержня не теплоизолирована). Начальная 
температура стержня .0),()0,( lxxxu ≤≤=ψ На концах стержня 
поддерживается температура: 

.0),(),(,0),(),0( 21 >=>= tttlutttu µµ  
Начертить поверхность распределения температуры в зависимо-
сти от времени t и точки стержня x. Для решения задачи восполь-
зоваться средствами программы Mathematica. Данные для задачи 
представлены в следующей таблице: 
 
  № a l ),( txf  )(xψ  )(1 tµ

 
)(2 tµ  

1 0.9 9 )5.4( 22 −tx
 

)5.4/sin()4,4( 3 xx π−  225t−
 

t6,0  

2 0.7 7 tx+7  )
7

sin()2,23,1( 2 xx π
−  t7  tte 7,0−  

3 0.5 5 2xt  xxx )15()5sin( −+π  2t  1 t−20  
4 0.3 3 xt2  xx )13( 2 −  0 t+78  
5 0.1 1 xtx −2  )1( +xx  3t  tet 8.0)23( +

 6 1.1 11 )3sin(2 xt  )22/sin(5.0 xe x π−  t11  te 75.5 −−  
7 1.3 13 tx +2  )

13
sin()2,13,1( 2 xx π

+  t4  tte 7,4−  
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8 0.5 5 )5cos( xt π  )10/sin(5.1 xe x π−  t11  25.7 7te −−  
9 0.7 7 )7sin( xtx π  )7(5.0 +− xe x  0 5.314 −e  
10 0.9 9 xt2  xx )13( −  0 t+234  
11 0.2 2 )2sin( xtx π  )2(5.0 +− xe x  t+2 14 −e  
12 0.4 4 xt sin2  )12/sin(5.0 xe x π−  3t  

t
e

−
−− 2/3 2

 13 0.6 6 xtx −2  )113( −xx  2t  
te

t
3.0*

*)42(
−

+
 

14 0.8 8 )8sin( xtx π  )8(5.0 +− xe x  3t +8 te 416 4 +−  
15 0.1 1 2xt  xxx )17()7sin( −+π  2t  t−6  
16 1.1 11 tx +2  )

11
sin()2,13,1( 2 xx π

+  t4  tte 7,0−  

17 1.2 12 )12( 22 −tx
 

)6/sin()4,4( 3 xx π−  215t−
 

t6,2  

18 0.6 8 )4sin(2 xt  )16/sin(5.0 xe x π−  t12  te 174 −−  
19 0.7 7 xtx −2  )113( −xx  2t  

te

t
7.0*

*)703(
−

+
 

20 0.5 5 xt sin2  )12/sin(2.0 xe x π−  3t  
t

e
−

−

)12/
/5sin(1 π

 21 0.1 1 tx +2  )sin()2,13,1( 2 xx π+  t4  tte 3,0−  
22 0.7 7 2xt  xxx )13()7sin( −+π  2t  t−140  
23 0.6 6 )3sin(2 xt  )12/sin(5.0 xe x π−

 
t12  te 173 −−  

24 0.4 4 )4( 22 −tx  )2/sin()4,4( 3 xx π−  25t−  t6,1  

 
Приведем пример решения задачи 20. 
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Начертим поверхность распределения температуры в зави-

симости от времени t и точки стержня x. 
 

 
В примере решалась следующая краевая задача:  
Найти решение ),( txu  уравнения 

0,110,4.0 2
2

2
2 >≤≤+
∂
∂

=
∂
∂ txxt

x
u

t
u  

с начальным условием 

Учебно-методические материалы. Филиал МИРЭА в г. Фрязино



 45 

.110),5(*)0,( ≤≤+= xxxxu  
и граничными условиями 

.0,176),(,0,),0( 2 >+=>= tttlutttu  
 
 

Раздел 5. Краевые задачи для уравнений эллиптического типа. 
 
 Задача 21.  
 
      Найти  функцию πϕϕ 20,0),,( ≤≤≤≤ Rrru , удовлетворяю-
щую  внутри круга радиуса R  уравнению  Гельмгольца 

02 =+∆ uku  и  принимающую  на  границе  круга  заданные  зна-
чения .20),( πϕϕ ≤≤f  
 
№ k R )(ϕf  № k R )(ϕf  
1 5 0,1 ϕϕ cossin18 3 +  13 15 1,1 ϕϕ cos)3(cos11 3 +  
2 7 0,2 ϕϕ 23 cos)2(sin7 +  14 17 1,2 ϕϕ cos)2(sin5 3 +  
3 9 0,3 )3cos(sin2 ϕϕ +  15 19 1,3 )3(sincos 32 ϕϕ +  
4 8 0,4 ϕϕ sincos3 +  16 18 1,4 )7cos()3(sin3 ϕϕ +  
5 2 0,5 ϕϕ 23 cos)2(cos7 +  17 12 1,5 ϕϕ cos2)3(sin2 −  
6 4 0,6 )3sin(cos2 ϕϕ +  18 14 1,6 ϕϕ 23 cos5)7(sin −  
7 10 0,7 ϕϕ cossin5 3 +  19 10 2,7 )5cos(sin2 ϕϕ +  
8 3 0,8 ϕϕ 23 cos)5(sin7 +  20 13 2,8 ϕϕ cossin3 −  
9 2 0,9 )3sin(sin3 2 ϕϕ +  21 12 2,9 ϕϕ 23 cos2)2(sin7 −

 
10 4 1,9 )5cos(cos3 ϕϕ +  22 14 2,9 )3cos(sin2 2 ϕϕ +−  
11 5 1,8 )4cos()2(sin4 3 ϕϕ +  23 15 2,8 ϕϕ cos4sin3 −  
12 9 1,7 )sin()7(sin2 ϕϕ +  24 19 2,7 ϕϕ 23 cos4)5(sin17 −

 
 

Задача 22. 
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      Найти  функцию πϕϕ 20,0),,( ≤≤≤≤ Rrru , удовлетворяю-
щую  внутри кольца с внутренним радиусом  1R  и внешним 2R  
уравнению  Лапласа 0=∆u  и  принимающую  на  границах коль-
ца  заданные  значения ,20),(1 πϕϕ ≤≤f   и  ,20),(2 πϕϕ ≤≤f  
соответственно. Начертить поверхность решения в кольце, вос-
пользовавшись средствами программы Mathematica. 
 
№ 1R  2R  )(1 ϕf  )(2 ϕf  
1 1 5 )2(3 2 πϕϕ −  )12)(1)3((cos 22 ϕϕϕ −−  
2 2 7 )2( πϕϕ −  )5)(1)3((sin2 −− ϕϕ  
3 1,1 5,5 )cos()52( 2 ϕπϕϕ +−  2/2 )2(9 ϕϕπϕ −− e  
4 2,1 6,1 )2/cos(ϕϕ  )2sin())2((5 33 ϕπϕ −  
5 3 7 )2( πϕϕ −  )07,0()2)(1(3 ϕπϕϕ sh−+  
6 2,1 5,1 )3)((sin5 22 ϕϕ +  2/)2(2 )6,1)((cos ϕπϕϕ −−− e  
7 3,1 7,1 ϕϕπϕ −− e)2(7  πϕϕ 22 +  
8 5,1 9,1 πϕ 2,0−  )13cos()2( −− ϕπϕϕ  
9 7,3 11,3 )01,0()2)(1(3 ϕπϕϕ sh−+  )3/sin(ϕϕ  
10 2,2 5,2 )3)(3sin( πϕϕ −  )005,0( ϕϕch  
11 3,2 7,2 )3sin(2 ϕπϕ  2/2 )2(9 ϕϕπϕ −− e  
12 5,2 9,2 )2(2 )6,0)((sin ϕπϕϕ −−+ e  )3,1)((cos5 2 −ϕ  
13 2,3 5,3 ϕϕ 3,1)2(cos3 −  )2)(1)5((cos 22 ϕϕϕ +−  
14 3 8 )(3 ϕϕsh  πϕϕ 2,32 +  
15 0,1 4,1 )001,0()2)(1(3 ϕπϕϕ ch+−  πϕ 2+  
16 0,2 4,2 )1)2((sin9,1 5 −ϕ  )cos()1( ϕϕ +  

17 0,3 4,3 )003,0()6sin(5,7 ϕϕ ch  1,02,0 2 +ϕ  
18 0,4 4,4 )5/sin(ϕϕ  ϕϕ 7,0)(sin3 −  
19 0,5 4,5 12 2 −ϕ  )2(2 )6,0)((sin ϕπϕϕ −−− e  
20 0,6 4,6 )002,0())2((5 33 ϕπϕ sh−  πϕϕ 2,02 −  
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21 0,7 4,7 )2)(1)3((cos 22 ϕϕϕ +−  )2)(( ϕππϕ −−  

22 0,8 4,8 12 +ϕ  )3,2)2((cos5,0 2 ϕϕ −  
23 0,9 4,9 )12)(cos( 2 −ϕϕ  )2)(( ϕππϕ ++  

24 1,4 6,4 )3,2)3((cos3 ϕϕπ +  )2,0)(1)5((cos 22 ϕϕϕ −−  
 
Пример решения задачи 22. 
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В примере решена следующая задача Дирихле: 
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πϕϕϕϕ

πϕϕϕ

πϕ

20,3,0)(cos),5(

,20),3)((cos5),2(

;20,52,0

3

2

≤≤−=

≤≤+=

≤≤≤≤=∆

u

u

ru

 

 
       Задача 23. 
Начертить поверхность распределения потенциала во всех точках  
плоскости внутри и снаружи окружности радиуса a, на которой 
поддерживается стационарное распределение электрического по-
тенциала  
                                    .20),(),( πϕϕϕ ≤≤= fau  
Для решения задачи воспользоваться первыми двадцатью (деся-
тью) слагаемыми приближенных решений (6.3)-(6.4), вычислен-
ных в среде программы Mathematica. 
 

Вар. )(ϕf  a 
1. ϕϕπϕ −− e)2(7  5,1 

2. )03,0()6sin(5,7 ϕϕ ch  5,2 
3. πϕϕ 23 )7,2)((sin11 −+ e  5,3 

4. )12()2( −− ϕπϕϕ sh  5,4 
5. 2/2 )2(9 ϕϕπϕ −− e  5,5 
6. )5)(1)3((cos2 +− ϕϕ  5,6 

7. )2)(1)5((cos 22 ϕϕϕ +−  5,7 

8. )2(2 )6,0)((sin12 ϕπϕϕ −−+ e  5,8 

9. )01,0()2)(1(3 ϕπϕϕ sh−+  5,9 
10. )cos()72(17 2 ϕπϕϕ +−  6,0 

11. )003,0())2((25 33 ϕπϕ sh−  6,1 
12. )1)2((sin19 5 −ϕ  6,2 

13 4/)22(3 ϕπϕϕ −− e  6,3 

14 πϕϕϕ 2)6cos(5,7 2 −+  6,4 
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15 )2(*005,03 )7,1)2((sin13 ϕπϕϕ −+ e  6,5 

16 )13cos()2( −− ϕπϕϕ  6,6 
17 2/32 )2(7 ϕϕπϕ −− e  6,7 

18 )11)(1)4((cos2 +− ϕϕ  6,8 
19 )2,0)(1)3((cos 22 ϕϕϕ −−  6,9 

20 2/)2(2 )6,1)((cos ϕπϕϕ −−− e  7,0 
21 )001,0()2)(1(3 ϕπϕϕ ch+−  7,1 
22 )cos()52(15 2 ϕπϕϕ +−  7,2 

23 )002,0())2((5 33 ϕπϕ sh−  7,3 

24 )1,0)3((sin9 5 −ϕ  7,4 

 
      Пример решения задачи 23. 
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В примере решена следующая задача Дирихле: 

.20),3)01.0((5.0),5(

;20,5,0
2 πϕϕϕϕ

πϕ

≤≤+=

≤≤≤=∆

chu

ru
 

 
      Задача 24  
Решить  задачу Неймана для  уравнения  Пуассона  в  кольце: 
 

.20),(),(

,20),(),(
,20,),,(

22

11

21

πϕϕϕ

πϕϕϕ
πϕϕ

≤≤=
∂
∂

≤≤=
≤≤≤≤=∆

gR
r
u

gRu
RrRrfu

 

 
№ 1R  2R  ),( ϕrf  )(1 ϕg  )(2 ϕg  
1 1 5 )2cos( ϕr  1+ϕ  122 +− ϕϕ  
2 2 7 )2sin(5,0 4 ϕr  442 +− ϕϕ  11.0 −ϕ  

3 1,1 5,5 )3cos(3.0 3 ϕr  962 +− ϕϕ  44.0 −ϕ  

4 2,1 6,1 )2cos( ϕr  1682 +− ϕϕ  22.0 −ϕ  

5 3 7 )2sin(5.3 2 ϕr  25102 +− ϕϕ  55.0 −ϕ  

6 2,1 5,1 )2cos( ϕr  36122 +− ϕϕ  33.0 −ϕ  

7 3,1 7,1 )3cos(7.0 2 ϕr  42 +ϕ  72 +ϕ  

8 5,1 9,1 )2cos( ϕr  2-φ 5,31,32 +− ϕϕ  
9 7,3 11,3 )2cos( ϕr  7 6,02,12 +− ϕϕ  
10 2,2 5,2 )2sin( ϕr  5,41,42 +− ϕϕ  1+φ 

11 3,2 7,2 )3sin(2 4 ϕr  121222 +− ϕϕ  22.1 +ϕ  

12 5,2 9,2 )2cos( ϕr  6,32,12 +− ϕϕ  13 

13 2,3 5,3 )4cos(3 ϕr  44,4 −ϕ  92 +ϕ  
14 3 8 )2cos( ϕr  5+φ 5,51,52 +− ϕϕ  
15 0,1 4,1 )2cos(7.0 2 ϕr  169262 +− ϕϕ  22.5 −ϕ  
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16 0,2 4,2 )4cos(4.0 2 ϕr  12 31,02 −+ ϕϕ  
17 0,3 4,3 )2cos( ϕr  6,08,02 −− ϕϕ  2,02,1 −ϕ  

18 0,4 4,4 )2(5 ϕchr  52 −+ϕϕ  5,05,1 −ϕ  

19 0,5 4,5 )4cos( ϕr  622 −+ ϕϕ  33,1 +ϕ  

20 0,6 4,6 )3cos(2 2 ϕr  162 −+ϕϕ  22,2 −ϕ  

21 0,7 4,7 )2sin( ϕr  32,0 2 +−ϕϕ  11 

22 0,8 4,8 )2(2 ϕshr  33,3 −ϕ  252 +ϕ  
23 0,9 4,9 )2cos( ϕr  91182 +− ϕϕ  22.0 −ϕ  

24 1,4 6,4 )6cos(3 ϕr  1+φ 622,0 2 ++ ϕϕ  
 
  
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                 

 
                                        . 
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