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Для описания алгоритмов работы цифровых устройств необ-

ходим соответствующий математический аппарат. Такой аппарат 

для решения задач формальной логики в середине прошлого века 

разработал ирландский математик Джорж Буль (1815 – 1864). 

Этот математический аппарат получил название булевой алгеб-

ры. 

 

1. Интерпретация булевой функции 
 

 
Рассмотрим некоторое цифровое устройство (рис.1.1.), со-

держащее входные полюсы, на которые извне поступают сигналы, 

и выходной полюс, с которого снимают сигнал. Сигналы на полю-

сы поступают в виде высокого или низкого потенциала. Если вы-

сокому потенциалу поставить в соответствие 1, а низкому – 0, то 

каждый из полюсов цифрового устройства может находиться в 

одном из двух состояний (0 или 1). Чтобы различать входные и 

выходные полюсы, их упорядочивают и обозначают разными пе-

ременными. На рис.1.1. входные полюсы цифрового устройства 

обозначены 1 2, ,..., nx x x , выходной - y . Введение переменных 

позволяет в любой момент времени каждой комбинации состоя-

ний входных полюсов поставить в соответствие п-разрядный 

набор  1 2, ,..., nx x x , состоящий из нулей и единиц, а выходному 

полюсу соответствующий одноразрядный набор  y .  

1.1. Обобщённая схема логического устройства. 

x1 

x2 

xn 

Цифровое 

устройство 

Входные полюсы 

Выходной полюс 

y 
… 
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Определение 1.1. Набор  1 2, ,..., nx x x , где  0,1ix  , 1 i n  , 

называют двоичным набором, а его элементы ix  - компонентами. 

Кратко набор  1 2, ,..., nx x x  обозначают 
nx  или x .  

Чтобы описать поведение цифрового устройства, необходимо 

построить таблицу зависимости между входными и выходными 

двоичными наборами. Возникает вопрос: сколько строк и столб-

цов должна содержать эта таблица?  

Чтобы определить количество строк, необходимо посчитать 

сколько существует всевозможных п-разрядных двоичных набо-

ров  1 2, ,...,n
nx x x x . Для этого упорядочим наборы, присвоив 

им определённые номера.  

Определение 1.2. Номер набора  1 2, ,...,n
nx x x x  – это чис-

ло 

 
1

2
n

n n i
i

i

x x 



  . 

В качестве примера упорядочим множество 3-х разрядных 

двоичных наборов  3
1 2 3, ,x x x x . 

 

Набор  3
1 2 3, ,x x x x  Номер набора 

 000  
3

3 2 1 0

1

2 0 2 0 2 0 2 0i
i

i

x 



         

 001  
3

3 2 1 0

1

2 0 2 0 2 1 2 1i
i

i

x 



         

 010  
3

3 2 1 0

1

2 0 2 1 2 0 2 2i
i

i

x 



         

 011  
3

3 2 1 0

1

2 0 2 1 2 1 2 3i
i

i

x 



         

 100  
3

3 2 1 0

1

2 1 2 0 2 0 2 4i
i

i

x 
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 101  
3

3 2 1 0

1

2 1 2 0 2 1 2 5i
i

i

x 



         

 110  
3

3 2 1 0

1

2 1 2 1 2 0 2 6i
i

i

x 



         

 111  
3

3 2 1 0

1

2 1 2 1 2 1 2 7i
i

i

x 



         

 

Всего 3-х разрядных двоичных наборов 
38 2 .  

Утверждение 1.1. На множестве  0,1  можно построить ров-

но 2n  различных двоичных наборов длины п. 

Доказательство. Проведём индукцию по длине набора n .  

Для 1n   можно построить различных наборов из одной бук-

вы 12 2 . При построении различных наборов из двух букв, для 

каждого набора из одной буквы существует ровно 2 возможности 

добавить одну букву в конец (рис.1.2). Поэтому различных набо-

ров длины 2n   получаем 22 2 2  . 

 

 
 

Предположим, что для наборов длины  1n   утверждение 

выполняется, тогда существует ровно 12n  различных наборов 

длины  1n  . Для каждого набора длины  1n   существует ров-

но 2 возможности добавить одну букву в конец. Так как наборов 

длины  1n   всего 12n , то различных наборов длины n  полу-

чится 
12 2 2 .n n   Утверждение доказано.□ 

Рис.1.2. Построение различных наборов из 

двух букв на множестве . 

1n                          0                           1 

 

2n                      0    1                     0    1 

Учебно-методические материалы. Филиал МИРЭА в г. Фрязино



6 
 

Теперь можно определить количество строк и столбцов в 

таблице, описывающей поведение цифрового устройства: 

количество строк = 2n + строка для заголовка, 

где 2n - количество п-разрядных двоичных наборов 

 1 2, ,...,n
nx x x x ;  

количество столбцов = столбец для номера набора + количе-

ство входных переменных + столбец для выходной перемен-

ной. 

Получаем, что для цифрового устройства, представленного 

на рис.1.1, таблица 1.1, определяющая зависимость выходной пе-

ременной y  от совокупности входных переменных  1 2, ,..., nx x x , 

имеет количество строк, равное  2 1n   и количество столбцов, 

равное  1 1 2n n    .  

 

Таблица 1.1. 

№ 1x  2x  … 1nx   nx   y  

0 0 0 … 0 0 0  

1 0 0 … 0 1 1  

… … … … … … … 

2 2n   1 1 … 0 1 2 2n


 

2 1n   1 1 … 1 1 2 1n


 

 

При построении таблицы 1.1: 

 наборы  1 2, ,..., nx x x  выписываются в порядке возрастания их 

номеров (сверху вниз); 

 через  0,1i    0 2 1ni    обозначается значение выход-

ной переменной y  на i -ом наборе.  

Построенная таблица 1.1 называется таблицей истинности.  

Если обозначить через E2 = {0, 1} – основное множество, а 

через   1 2 2, ,..., /   n
n iB x x x i x E    - множество всех п-
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разрядных двоичных наборов, то таблица истинности описывает 

отображение множества nB  в множество E2.  

Определение 1.3. Отображение  1 2,..., : n
nf x x B E  назы-

вается всюду определённой булевой функцией и записывается 

 1 2, ,..., ny f x x x  или  ny f x . 

Таким образом, поведение цифрового устройства (рис.1.1.) 

описывается булевой функцией  1 2, ,..., ny f x x x . 

 

2. Логические элементы 
 

Определение 2.1. Под логическим элементом будем пони-

мать цифровое устройство, реализующее некоторую булеву 

функцию  1 2, ,..., nf x x x .  

Для логического элемента введём условное графическое обо-

значение, которое показано на рис.2.1. 

 
Любой логический элемент характеризуется: 

1) наличием одного или нескольких входов, на которые по-

даются входные сигналы (входные переменные); 

2) наличием выхода, на котором формируется выходной сиг-

нал (выходная переменная). 

3) определённой булевой функцией  1 2, ,..., nf x x x , которая 

отображает зависимость выходного сигнала от входных сигналов. 

 

Рис. 2.1. Условное графическое обозначение логического эле-

мента, реализующего булеву функцию . 

x1 

x2 

xn 

f 

Входы 

Выход  

… 
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3. Булевы функции 
 

Множество всех булевых функций  nf x  обозначают 2Р . 

При этом обычно полагают, что 0n  . 

Так как в таблице булевой функции  1 2, ,..., nf x x x  ( 1n  ) 

стандартное расположение наборов идёт в порядке возрастания 

их номеров (сверху вниз) (табл. 3.1.), то функцию  nf x  удобно 

задать двоичным набором её значений  0 1 2 1
, ,..., n  


, который 

обозначают  2
0 1 2 1
, ,...,

n

nf   


  или    0 1 2 1
, ,..., n

nf x   


 . 

 

Таблица 3.1. 

№ 1x  2x  … 1nx   nx   nf x  

0 0 0 … 0 0 0  

1 0 0 … 0 1 1  

… … … … … … … 

2 1n   1 1 … 1 1 2 1n


 

 

По утверждению 1.1, количество различных двоичных набо-

ров  2
0 1 2 1
, ,...,

n

nf   


  длины 2n  равно 22
n

. Сколько суще-

ствует различных двоичных наборов 2n

f , столько и булевых 

функций, зависящих от n  переменных. Поэтому число функций, 

зависящих от n  переменных, равно 22
n

. 

Булевы функции  1 2, ,..., nf x x x , зависящие от n  перемен-

ных, называют п-местными. 

 

Нульместные булевы функции 

Число нульместных булевых функций равно 
022 2 . Этими 

функциями являются константы 0 и 1. 
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Одноместные булевы функции 

Число булевых функций от одной переменной равно 
122 4 . 

Обозначим эти функции через  j x , где 0,1,2,3j  . В табли-

це 3.2 представлено множество всех булевых функций одной пе-

ременной.  

 

Таблица 3.2. 

х 0  1  2  3  

0 0 0 1 1 

1 0 1 0 1 

 

Описание множества булевых функций от одной переменной 

дано в таблице 3.3. 

 

Таблица 3.3. 

№ 
Двоичный набор 

функции 
Формула Название функции 

1.    0 00x    0 0x   Константа 0 

2.    1 01x    1 x x   Тождественная функция 

3.    2 10x    2 x x   
Инверсия (отрицание пере-

менной х, функция НЕ) 

4.    3 11x    3 1x   Константа 1 

 

Если значения функции не зависят от значений переменной х, 

то говорят, что х – фиктивная переменная. Среди функций, зави-

сящих от одной переменной  j x , переменная х является фик-

тивной для констант 0 и 1. 

Для некоторых булевых функций существуют стандартные 

графические изображения логических элементов, которые назы-

вают вентилями. 

Вентиль, реализующий инверсию, показан в таблице 3.4. В 

вентилях кружок на выходе применяется для обозначения инвер-

тирования сигнала. 
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Таблица 3.4. 

Название 

вентиля 

Графическое обозначение Пример реализуемой 

функции 

Инвертор НЕ 

 

 
Y X  

 

X  0 1 

Y 1 0 
 

 

 

Двухместные булевы функции 

Число булевых функций двух переменных равно 
222 16 .  

 

Таблица 3.5. 

1x

 
2x

 
0f

 
1f

 
2f

 

3f

 
4f

 

5f

 

6f

 

7f

 

8f

 

9f

 

10f

 

11f

 

12f

 

13f

 

14f

 

15f

 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 

0 1 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1 

1 0 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 

1 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 

 

В таблице 3.5 представлено множество всех булевых функ-

ций двух переменных, которые обозначены через  1 2,if x x , где 

0,1,...,15i  . Описание этих функций дано в таблице 3.6. 

 

Таблица 3.6. 

№ 
Двоичный набор 

функции 
Формула 

Название функ-

ции 

1.    0 1 2, 0000f x x   

 0 1 2, 0f x x   

( 1x , 2x  – фиктив-

ные переменные) 

Константа 0 
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2.    1 1 2, 0001f x x   
 1 1 2 1 2,f x x x x  

1 2 1 2&x x x x    

Конъюнкция 

(функция «И», 

логическое 

умножение) 

3.    2 1 2, 0010f x x    2 1 2 1 2,f x x x x   

Отрицание им-

пликации «из 1x  

следует 2x » 

4    3 1 2, 0011f x x   

 3 1 2 1,f x x x  

( 2x – фиктивная пе-

ременная) 

Тождественная 

функция 1x  

5.    4 1 2, 0100f x x    4 1 2 2 1,f x x x x   

Отрицание им-

пликации «из 2x  

следует 1x » 

6.    5 1 2, 0101f x x   

 5 1 2 2,f x x x  

( 1x – фиктивная пе-

ременная) 

Тождественная 

функция 2x  

7.    6 1 2, 0110f x x    6 1 2 1 2,f x x x x   
Сумма по моду-

лю 2 (неравно-

значность) 

8.    7 1 2, 0111f x x   
 7 1 2 1 2,f x x x x  

1 2x x   

Дизъюнкция 

(функция 

«ИЛИ», 

логическое сло-

жение) 

9.    8 1 2, 1000f x x   
 8 1 2 1 2,f x x x x  

1 2x x   

Стрелка Пирса 

(логическая 

функция «ИЛИ-

НЕ») 

10.    9 1 2, 1001f x x   
 9 1 2 1 2,f x x x x  

1 2 1 2x x x x    

Эквивалентность 

(равнозначность) 

11.    10 1 2, 1010f x x   

 10 1 2 2 2,f x x x x  

( 1x – фиктивная пе-

ременная) 

Отрицание 2x  
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12.    11 1 2, 1011f x x    11 1 2 2 1,f x x x x   
Импликация «из 

2x следует 1x » 

13.    12 1 2, 1100f x x   

 12 1 2 1 1,f x x x x  

( 2x – фиктивная пе-

ременная) 

Отрицание 1x  

14.    13 1 2, 1101f x x    13 1 2 1 2,f x x x x   
Импликация «из 

1x  следует 2x » 

15.    14 1 2, 1110f x x   
 14 1 2 1 2,f x x x x  

1 2|x x  

Штрих Шеффера 

(логическая 

функция «И-

НЕ») 

16.    15 1 2, 1111f x x   

 15 1 2, 1f x x    

( 1x , 2x  – фиктив-

ные переменные) 

Константа 1 

 

Далее будет показано, что операции дизъюнкция, конъюнк-

ция, стрелка Пирса, штрих Шеффера, сумма по модулю 2 спра-

ведливы для произвольного числа переменных. Поэтому для дан-

ных операций в таблице 3.7 показаны вентили с п входами. 

 

Таблица 3.7. 

Основные типы логических вентилей 

Название 

вентиля 

Условное графическое обо-

значение 

Пример реализуемой 

функции 

ИЛИ 

дизъюнк-

тор 

 

 

1 2Y X X   
 

Х1 0 0 1 1 

Х2 0 1 0 1 

Y 0 1 1 1 
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И 

конъюнк-

тор 

 

 

1 2Y X X   
 

Х1 0 0 1 1 

Х2 0 1 0 1 

Y 0 0 0 1 
 

ИЛИ-НЕ 

 

 

 

1 2 1 2Y X X X X   
 

Х1 0 0 1 1 

Х2 0 1 0 1 

Y 1 0 0 0 
 

И-НЕ 

 

 

1 2 1 2|Y X X X X    
 

Х1 0 0 1 1 

Х2 0 1 0 1 

Y 1 1 1 0 
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Сумматор 

по модулю 

2 

 

 

1 2Y X X   
 

Х1 0 0 1 1 

Х2 0 1 0 1 

Y 0 1 1 0 
 

 

Для краткости, в названии вентиля принято писать число, 

равное количеству входов в вентиль, например, «3ИЛИ» означа-

ет, что логический элемент «ИЛИ» имеет три входа. 

Число булевых функций, зависящих от n  переменных, равно 

22
n

. Используя этот факт, можно получить оценку числа функ-

ций от 10 переменных. Всего таких функций будет 

   
10 100

2 1024 1000 10 100 3002 2 2 2 1000 10     .  

Таким образом, при росте числа переменных число функций 

возрастает очень быстро и их табличное задание становится не-

удобным. 

 

4. Равенство функций 
 

В обычной алгебре справедливо равенство x y y x   , не-

смотря на то, что в левой части записана функция от двух пере-

менных, а в правой - от одной. Для функции от двух переменных 

 x y y   переменная y  является фиктивной, так как она не 

влияет на значения этой функции. Поэтому функции от разного 

числа переменных ведут себя одинаково и их можно приравнять. 

Аналогичные ситуации встречаются и среди булевых функ-

ций. Например, тождественные функции  3 1 2 1,f x x x  из табли-

цы 3.6, где 2x  – фиктивная переменная, и  1 1 1x x   из таблицы 

3.3 ведут себя одинаково. Возникает вопрос: можно ли их при-

равнять? 
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Чтобы ввести понятие равенства булевых функций дадим 

формальные определения существенных и фиктивных перемен-

ных.  

Определение 4.1. Переменная ix   1 i n   булевой функции 

 1 1 1,... , , ,...,i i i nf x x x x x   называется существенной, если можно 

указать двоичные наборы  1 1 1,..., ,0, ,...,n
i i n       и 

 1 1 1,..., ,1, ,...,n
i i n      , отличающиеся лишь по одной i-й 

компоненте, такие что    n nf f  . В противном случае пе-

ременная ix  называется фиктивной переменной функции 

 1 1 1,... , , ,...,i i i nf x x x x x  . 

Определение 4.2. Двоичные наборы  

 1 1 1,..., ,0, ,...,n
i i n       и  1 1 1,..., ,1, ,...,n

i i n      ,  

отличающиеся только по одной i-й компоненте, называют сосед-

ними. 

Если ix  является фиктивной переменной для функции 

 1 1 1,..., , , ,...,i i i nf x x x x x  , то её можно удалить из таблицы ис-

тинности данной функции. Для этого вычёркиваются все строки, 

соответствующие двоичным наборам вида  1 1 1,..., ,0, ,...,i i nx x x x  , 

а затем столбец переменной ix . В результате получается таблица 

истинности для некоторой новой функции  

   1 1 1 1 1 1,..., , ,..., ,..., ,1, ,...,i i n i i ng x x x x f x x x x    . 

Будем говорить, что функция  1 1 1,..., , ,...,i i ng x x x x   получена из 

функции  1 1 1,..., , , ,...,i i i nf x x x x x   путём удаления фиктивной 

переменной ix . 

Отметим, что при удалении фиктивной переменной ix  табли-

ца истинности для функции  1 1 1,..., , ,...,i i ng x x x x   не изменится, 

если вместо строк, соответствующих наборам 

 1 1 1,..., ,0, ,...,i i nx x x x  , вычеркнуть строки, соответствующие 

наборам  1 1 1,..., ,1, ,...,i i nx x x x  . 
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Аналогично можно ввести и обратную операцию, получить 

из функции  1 1 1,..., , ,...,i i ng x x x x   функцию 

 1 1 1,..., , , ,...,i i i nf x x x x x   путём добавления фиктивной перемен-

ной ix . В этом случае значение функции 

 1 1 1,..., , , ,...,i i i nf x x x x x   на любом наборе находится из ра-

венств: 

   1 1 1 1 1 1,..., ,0, ,..., ,..., , ,...,i i n i i nf x x x x g x x x x    ;

   1 1 1 1 1 1,..., ,1, ,..., ,..., , ,...,i i n i i nf x x x x g x x x x    . 

В дальнейшем не будем различать функции, получающиеся 

друг из друга добавлением или удалением фиктивных перемен-

ных. 

Определение 4.3. Две функции алгебры логики называются 

равными, если одну из них можно получить из другой путём до-

бавления или изъятия любого числа фиктивных переменных. 

Пример 4.1. Для данной функции    , , 1010 1010f x y z  : 

1) выяснить, какие её переменные являются существенными, 

а какие – фиктивными; 

2) выразить  , ,f x y z  формулой, содержащей только суще-

ственные переменные.  

Решение.  

1. Запишем таблицу истинности функции f .  

 

х у z  , ,f x y z  

0 0 0 1 

0 0 1 0 

0 1 0 1 

0 1 1 0 

1 0 0 1 

1 0 1 0 

1 1 0 1 

1 1 1 0 

 

Количество строк и столбцов в таблице вычисляются по 

формулам: 
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количество строк = 2n + строка для заголовка, 

где n - количество переменных, т.е. 
32 1 9  ; 

количество столбцов = количество переменных + столбец 

значений функции, 

т.е. 3 1 4  .  

Так как в таблице истинности булевой функции наборы вы-

писываются в порядке возрастания их номеров, то в дальнейшем 

столбец с номерами наборов в таблицу включать не будем. 

2. Рассмотрим пары соседних наборов отличающихся по пе-

ременной x  и значения функции на этих наборах: 

   0,0,0 1,0,0 1f f  ;    0,0,1 1,0,1 0f f  ;  

   0,1,0 1,1,0 1f f  ;    0,1,1 1,1,1 0f f  . 

Значит, x  - фиктивная переменная. 

Рассмотрим пары соседних наборов отличающихся по пере-

менной y . Так как  

   0,0,0 0,1,0 1f f  ;    0,0,1 0,1,1 0f f  ;  

   1,0,0 1,1,0 1f f  ;    1,0,1 1,1,1 0f f  , 

 то y  - фиктивная переменная. 

Рассматривая пары соседних наборов отличающихся по пе-

ременной z , находим, что    0,0,0 0,0,1f f , поэтому z  - су-

щественная переменная.  

3. Вычёркиваем из таблицы истинности для функции 

 , ,f x y z  строки, соответствующие двоичным наборам вида

 0, ,y z  и столбец переменной x : 

 

у z  ,y z  

0 0 1 

0 1 0 

1 0 1 

1 1 0 

 

Функция  ,y z  получена из функции  , ,f x y z  путём уда-

ления фиктивной переменной x , поэтому    , , ,f x y z y z . 

Учебно-методические материалы. Филиал МИРЭА в г. Фрязино



18 
 

Так как y  - фиктивная переменная, то вычёркиваем из полу-

ченной таблицы для функции  ,y z  строки, соответствующие 

двоичным наборам вида  0, z  и столбец переменной y : 

 

z   g z  

0 1 

1 0 

 

Из таблицы для функции  ,y z  получили таблицу функции 

 ,g z  формула которой  g z z . 

Так как      , , ,f x y z y z g z  , то  , ,f x y z z . 

Пример 4.2. Для функции  ,g x y x y  , которая существен-

но зависит от обеих переменных, построить функцию  , ,f x y z , 

которая получается из  ,g x y  введением фиктивной переменной 

z . 

Решение. Таблица функции  ,g x y  имеет вид: 

 

x 0 0 1 1 

y 0 1 0 1 
g  0 0 0 1 

 

Таблица истинности функции  , ,f x y z  получается из табли-

цы истинности функции  ,g x y  следующим образом: на наборах 

 , ,0x y  определяем значения функции  , ,f x y z  формулой 

   , ,0 ,f x y g x y , а на наборах  , ,1x y  - формулой 

   , ,1 ,f x y g x y . Строим таблицу истинности: 

 

x 0 0 0 0 1 1 1 1 

y 0 0 1 1 0 0 1 1 

z 0 1 0 1 0 1 0 1 

f  0 0 0 0 0 0 1 1 
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Получили    , , 00000011f x y z  . 

 

4.1. Графическая интерпретация фиктивной пере-

менной 
 

 
Логическому элементу соответствует определённая функция, 

которая отображает зависимость выходного сигнала от входных 

сигналов. Наличие фиктивной переменной означает, что суще-

ствует вход логического элемента, на который подаются входные 

сигналы, не влияющие на формирование выходного сигнала. 

Например, логический элемент функции  , ,f x y z  из примера 4.2 

содержит вход, соответствующий фиктивной переменной z . К 

этому входу можно подключать как сигналы соответствующие 

переменным x или y (рис.4.1.1 а), б)), так и сигналы соответству-

Рис. 4.1.1. Способы реализации функции  на ло-

гическом элементе функции  и вентиле «2И». 

 

« » 

« » 

x 

f 

 у 

f « » 

1 0 

f 

f 

& « » 

а) 

б) 

в) 

г) 

д) 
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ющие константам 0 или 1 (рис.4.1.1 в), г)). Таким образом, нали-

чие у логических элементов входов, соответствующих фиктив-

ным переменным, позволяет использовать логические элементы с 

большим количеством входов в качестве логических элементов с 

меньшим количеством входов.  

Для функций  ,g x y  и  , ,f x y z  из примера 4.2 на рис. 4.1.1 

показаны способы реализации функции  ,g x y  на вентиле «2И» 

(4.1.1 д)) и логическом элементе функции  , ,f x y z , у которой 

z  - фиктивная переменная (рис.4.1.1 а), б), в), г)). 

 

5. Основные эквивалентности для элементарных 

функций 
 

Дадим индуктивное определение формулы над множеством. 

Определение 5.1. Пусть имеется некоторое множество буле-

вых функций       1 2... , ... ,..., ... ,...nA f f f .  

Введём понятие формулы над A: 

1) любая функция  1,..., nf x x A  называется формулой 

над A; 

2) если  1,..., nf x x A  и 1 2, ,..., mH H H  — либо переменная, 

либо формула над A, то выражение вида  1 2, ,..., nf H H H  явля-

ется также формулой над A; 

3) только те объекты называются формулами над A, которые 

можно построить с помощью пунктов 1 и 2 данного определения. 

Примечание. Среди 1 2, ,..., nH H H  вполне могут быть одина-

ковые переменные или формулы. 

Определение 5.2. Две формулы 1H  и 2H  над A называются 

равными или эквивалентными, если функции, реализуемые ими, 

равны. Записывают 1 2H H . 

Пример 5.1. Доказать эквивалентность формул:  

     1 2 3 1 2 1 3x x x x x x x      . 

Решение. Составим таблицы истинности функций 

 1 1 2 3f x x x    и    2 1 2 1 3f x x x x    .  
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1x  2x  3x   2 3x x  1f   1 2x x   1 3x x  2f  

0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 1 0 0 0 1 0 

0 1 0 0 0 1 0 0 

0 1 1 1 1 1 1 1 

1 0 0 0 1 1 1 1 

1 0 1 0 1 1 1 1 

1 1 0 0 1 1 1 1 

1 1 1 1 1 1 1 1 

 

Сравнивая полученные двоичные наборы значений функций 

1f  и 2f , видим, что им соответствует один и тот же набор 

 0001 1111 . Следовательно, 1 2f f  и формулы эквивалентны 

     1 2 3 1 2 1 3x x x x x x x      . 

Доказательства основных эквивалентностей, представленных 

ниже, проводятся так же, как показано в примере 5.1. 

 

Основные эквивалентности 

1. Коммутативность: 

а) 1 2 2 1x x x x   ; 

б) 1 2 2 1x x x x   ; 

в) 1 2 2 1x x x x   ; 

г) 1 2 2 1x x x x   . 

2. Ассоциативность: 

а)    1 2 3 1 2 3 1 2 3x x x x x x x x x        ; 

б)    1 2 3 1 2 3 1 2 3x x x x x x x x x        ; 

в)    1 2 3 1 2 3 1 2 3x x x x x x x x x        . 

3. Дистрибутивность: 

а)  1 2 3 1 2 1 3x x x x x x x      ; 

б)      1 2 3 1 2 1 3x x x x x x x      ; 

в)  1 2 3 1 2 1 3x x x x x x x      . 

4. Закон двойного отрицания: x x . 
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Теорема двойственности (правила де Моргана): 

1 2 1 2x x x x   ; 

1 2 1 2x x x x   . 

5. Законы поглощения: 

а) 1 0 0x x x x x x x x          ; 

б) 1 1x x x x x x x        ; 

в) 0 0x x x x x      ; 

г) 1 0 0x x x x x x x x         . 

Свойства констант 0 и 1: 0 1 ; 1 0 . 

6.  

а) 1 2 1 2 1 2x x x x x x    ; 

б) 1 2 1 2 1 2x x x x x x     ; 

в)   1 2 1 2 1 2 1 1x x x x x x x       ; 

г)        1 2 1 2 1 2 1 2 1 2x x x x x x x x x x         ; 

д)        1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2x x x x x x x x x x x x           . 

 

Все эти равенства остаются справедливыми при подстановке 

вместо переменных любых логических функций и, следователь-

но, любых формул, представляющих эти функции.  

Например, в формулах, получающихся многократным при-

менением операции дизъюнкция к более простым формулам, по 

свойству ассоциативности скобки можно опускать, а по свойству 

коммутативности переменные можно переставлять, например, 

  1 2 1 1 2... ... ...n n nx x x x x x x        . 

Таким образом, операция дизъюнкция справедлива для произ-

вольного числа переменных и верна запись 1 2 ... nx x x   . 

Аналогично показывается, что для произвольного числа пе-

ременных справедливы операции конъюнкция, сумма по модулю 

2, стрелка Пирса и штрих Шеффера, т.е. верны выражения: 

1 2 ... nx x x   ; 

1 2 ... nx x x   ; 
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1 2 ... nx x x   ; 

1 2| | ... | nx x x . 

Введём некоторые соглашения для записи формул: 

1 2
1

...
n

n i
i

x x x x


    V ; 

1 2
1

...  
n

n i
i

x x x x


    ; 

1 2

1

...
n

n i

i

x x x x


    . 

Из законов поглощения вытекают следующие очевидные 

утверждения: 

 1 2 ... 1  1n ix x x i x      ; 

 1 2 ... 1  1n ix x x i x      . 

Для установки порядка выполнения операций в формулах 

используются скобки. Для упрощения записи формул устанавли-

вают приоритет выполнения операций. Приоритет применения 

операций убывает в следующем порядке: 

 ,   ,  ,  , ,      . 

Приоритетность операций в сочетании с законами ассоциа-

тивности дают возможность более компактной записи формул. 

Например, 

    1 2 2 3 1 1 2 2 3 1x x x x x x x x x x         . 

Наряду с основными соотношениями для упрощения формул 

часто используются следующие правила: 

7. Правила поглощения:  

а) 1 1 2 1x x x x   ; 

б)  1 1 2 1x x x x   . 

8. Правила склеивания:  

а) 1 2 1 2 1x x x x x    ; 

б)   1 2 1 2 1x x x x x    . 

9. Правило обобщённого склеивания: 
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1 3 2 3 1 2 1 3 2 3x x x x x x x x x x         . 

Пример 5.2. Построить таблицу булевой функции, заданной 

формулой 

 1 2 3 1 2 3 1, ,f x x x x x x x    . 

Решение.  

1. Установим порядок выполнения операций в соответствии с 

их приоритетностью: 

1 1f x ; 2 2 3f x x  ; 3 2 1f f f  ; 1 3f x f  . 

Таким образом, количество операций, необходимых для получе-

ния векторного значения функции, равно четырём. 

2. Определим количество строк в таблице: 

 

количество строк = 2n + строка для заголовка, 

где n - количество переменных. В нашем случае имеем: 
32 1 9  . 

3. Определим количество столбцов в таблице: 

 

количество столбцов = количество переменных + количество 

операций, 

т.е. 3 4 7  . 

4. Выпишем в таблицу, заполнив столбцы результатами вы-

полнения логических операций в обозначенной последовательно-

сти с учётом таблиц истинности основных логических операций: 

 

1x  2x  3x  1f  2f  3f  f  

0 0 0 1 0 1 1 

0 0 1 1 0 1 1 

0 1 0 1 0 1 1 

0 1 1 1 1 1 1 

1 0 0 0 0 0 0 

1 0 1 0 0 0 0 

1 1 0 0 0 0 0 

1 1 1 0 1 1 1 

 

Итак, исходная формула задаёт булеву функцию, име-

ющую двоичный набор значений    1 2 3, , 1111 0001f x x x  . 
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6. Графическая интерпретация некоторых  

эквивалентностей 
 

Законы поглощения 

Законы поглощения позволяют использовать логические 

элементы с большим количеством входов в качестве логических 

элементов с меньшим количеством входов. Как говорят, умень-

шить число входов логического элемента. 

Применение законов 1 0 0x x x x       для уменьшения 

числа входов разберём на примере вентиля «3И», т.к. для логи-

ческих элементов дизъюнкции и суммы по модулю 2 эти опе-

рации проводятся аналогично. 

 

 
Формула 1x x   позволяет из вентиля «3И» получить: 

- вентиль «2И», подключением неиспользуемого входа вен-

тиля «3И» к единице (источнику питания) (рис.6.1 а)); 

- логический элемент тождественной функции на один вход, 

подключением двух неиспользуемых входов вентиля «3И» к еди-

нице (рис.6.1 б)). 

Законы 1x x   и 0 0x    могут быть полезны при построе-

нии коммутаторов на вентиле «2И» (рис.6.2), так как подавая на 

один из входов вентиля «2И» логический ноль или единицу мож-

но либо пропускать сигнал на выход, либо формировать на выхо-

де нулевой потенциал. 

Рис. 6.1. Реализация на вентиле «3И» вентиля «2И» и логиче-

ского элемента тождественной функции на один вход. 
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Законы x x x x x     и x x x x x    позволяют объеди-

нять входы логических элементов. Например, применяя формулу 

| | |x x y x x y x y x y       можно реализовать двухвходовую 

схему "2И-НЕ" на логическом элементе "3И-НЕ", как это показа-

но на рис. 6.3 а). Использовать схему "2И-НЕ" в качестве обыч-

ного инвертора, как это показано на рис. 6.3 б), позволяет равен-

ство x x x x x   . 

 
Обратим внимание на то, что по правилам Кирхгофа объеди-

нение нескольких входов увеличивает входные токи логического 

элемента и его ёмкость, что увеличивает ток потребления преды-

дущих элементов и отрицательно сказывается на быстродействии 

Рис. 6.2. Реализация на вентиле «2И» коммутаторов. 
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& «

» 

« » 

Рис. 6.3. Реализация «2И-НЕ» на вентиле «3И-НЕ» и по-

строение логического элемента «НЕ» на вентиле «2И-НЕ». 
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цифровой схемы в целом. Поэтому при проектировании цифро-

вых схем стараются избегать таких ситуаций, подключая к лиш-

ним входам константы 0 или 1, например, применяя формулы 

1 0 0x x x x       и 1 0 1x x x x     . 

Правила де Моргана 
Эти законы позволяют реализовать булеву функцию «И» при 

помощи логических элементов «ИЛИ» и, наоборот, реализовать 

булеву функцию «ИЛИ» при помощи логических элементов «И». 

Такая реализация особенно полезна в ТТЛ схемотехнике (транзи-

сторно-транзисторная логика), так как там легко произвести ло-

гические элементы «И», но при этом достаточно сложно изгото-

вить логические элементы «ИЛИ».  

На рисунке 6.4 а) показано построение логического элемента 

«2ИЛИ» на элементе «2И-НЕ» и двух инверторах при помощи 

формулы 1 2 1 2 1 2x x x x x x     . 

На рис. 6.4 б) дана схема логического элемента "2И", постро-

енного при помощи формулы 1 2 1 2x x x x    на логическом эле-

менте «2ИЛИ» и инверторов на входе и выходе этой схемы.  

 

 
 

Правила де Моргана обобщаются на n  переменных: 

1 2 1 2... ...n nx x x x x x      ; 

1 2 1 2... ...n nx x x x x x       . 

 

Рис. 6.4. Элемент «2ИЛИ», построенный на вентиле «2И-

НЕ» и двух инверторах; элемент«2И», реализованный на 

вентиле «2ИЛИ» и трёх инверторах. 
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Закон двойного отрицания  

Закон двойного отрицания x x  используется как для упро-

щения логических выражений (и как следствие упрощения и 

удешевления цифровых комбинационных схем), так и для устра-

нения инверсии сигналов после таких логических элементов как 

«2И-НЕ» и «2ИЛИ-НЕ». В этом случае законы булевой алгебры 

позволяют реализовывать заданные цифровые схемы при помощи 

ограниченного набора логических элементов. 

 

7. Логические схемы 
 

Определение 7.1. Логическая схема (ЛС) представляет собой 

совокупность логических элементов и связей между ними. 

Соединения логических элементов (ЛЭ) в рамках единой ло-

гической схемы должны удовлетворять следующим правилам: 

1. К любому входу ЛЭ могут быть подключены:  

a) выход любого другого ЛЭ; 

б) входной сигнал (входная переменная), принимающий значения 

«0» или «1»; 

в) логическая константа (0 или 1). 

В реальных электронных схемах подача логической констан-

ты на вход элемента реализуется либо заземлением, либо под-

ключением этого входа через резистор к шине питания. 

2. Выход любого ЛЭ схемы может: 

а) подключаться к любому числу входов других ЛЭ; 

б) представлять собой выходной сигнал схемы; 

в) принимать значения только «0» или «1». 

3. Никакие два выхода логических элементов нельзя соеди-

нять вместе. 

Логические схемы целесообразно строить и изображать по 

ярусам (каскадам). На рис. 7.1 показан пример ЛС для функции 

двух переменных ( , )f x y xy xy  . 

Ярусное строение произвольной ЛС сводится к следующему: 

- 1-й ярус содержит ЛЭ, входы которых являются входами 

всей схемы; 
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- 2-й ярус образуют ЛЭ, к входам которых подключаются в 

общем случае входы схемы и выходы элементов 1-го яруса; 

- i-й ярус образуют ЛЭ, к входам которых подключаются вы-

ходы элементов предыдущих ярусов 1,  ...,  1i  , а также входы 

схемы. 

 
Основными параметрами логических схем являются быстро-

действие и стоимость.  

Быстродействие схемы оценивается задержкой распростра-

нения сигналов от входов схемы к её выходу. Эту задержку при-

нято считать в виде: 

T k , 

где   - задержка на одном логическом элементе, k  - максималь-

ное количество логических элементов, через которые проходит 

сигнал от входов к выходу.  

Чтобы найти значение числа k  все элементы логической 

схемы распределяются по ярусам, так как максимальное количе-

ство логических элементов, через которые проходит сигнал от 

входов к выходу, совпадает с числом ярусов схемы. Номер яруса 

элемента, на выходе которого формируется выходной сигнал 

схемы, равен k . 

Рис. 7.1. Трёхъярусная логическая схема. 
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Цена логической схемы определяется в смысле Квайна (SQ). 

При этом подсчитывается общее число входов логических эле-

ментов.  

Для схемы на рис.7.1. задержка - 3T  , цена по Квайну - 

SQ=8. 

Пример 7.1.  
1. Построить логическую схему, реализующую функцию 

    2 1, , , , ,h x y f y y f x y x  при помощи логических элементов 

функций 1f  и 2f . Для схемы найти задержку и цену по Квайну. 

2. Написать таблицу функции  ,h x y , являющейся суперпо-

зицией функций 1f  и 2f , если     2 1, , , , ,h x y f y y f x y x , 

   1 , , 1001 0111f x y z   и    2 , , 0110 1010f x y z  . 

3. Выразить  ,h x y  формулой. 

Решение.  

1. Логическая схема, реализующая функцию  ,h x y , показа-

на на рис.7.2. 
 

 
 

Для схемы на рис.7.2 задержка - 2T  , цена по Квайну - 

SQ=6. 

 

.Рис. 7.2. Логическая схема, реализующая функцию  при 

помощи логических элементов функций  и . 
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2. Запишем таблицу функций  1 , ,f x y z  и  2 , ,f x y z : 

 

х 0 0 0 0 1 1 1 1 

y 0 0 1 1 0 0 1 1 

z 0 1 0 1 0 1 0 1 

1f  1 0 0 1 0 1 1 1 

2f  0 1 1 0 1 0 1 0 

 

Составим таблицу функций  1 , ,f x y x  и   2 1, , , ,f y y f x y x . 

 

x y  1 , ,f x y x   2 1, ,f y y f  

0 0  1 0,0,0 1f    2 0,0,1 1f   

0 1  1 0,1,0 0f    2 1,1,0 1f   

1 0  1 1,0,1 1f    2 0,0,1 1f   

1 1  1 1,1,1 1f    2 1,1,1 0f   

 

Выпишем таблицу функции     2 1, , , , ,h x y f y y f x y x . 

 

x 0 0 1 1 

y 0 1 0 1 

 ,h x y

 ,h x y  1 1 1 0 

 

Вектор значений функции  ,h x y  имеет вид:    , 1110h x y  . 

3. Используя таблицу 3.6, выразим формулой искомую функ-

цию:  ,h x y x y x y   . 

Пример 7.2. Для булевой функции 

 , ,f x y z xy yz xyz yz x y z       : 

1. Построить логическую схему, реализующую функцию 

 , ,f x y z  при помощи логических вентилей «И», «ИЛИ», «НЕ». 

Для схемы найти задержку и цену по Квайну. 

2. Написать таблицу данной функции. 
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3. Найти фиктивные переменные функции  , ,f x y z . 

4. Используя основные эквивалентности, преобразовать дан-

ную формулу в эквивалентную ей, но не содержащую фиктивных 

переменных. Построить логическую схему, найти её задержку и 

цену по Квайну. 

 

Рис. 7.3. Логическая схема, реализующая функцию 

. 

1 

1 

1 

1 

& 

& 

   у 

& 

z 

& 

1 

x 

1 

1 ярус 2 ярус 3 ярус 4 ярус 

Учебно-методические материалы. Филиал МИРЭА в г. Фрязино



33 
 

Решение.  

1. Логическая схема представлена на рис. 7.3. 

Для схемы на рис.7.3 задержка - 4T  , цена по Квайну - 

SQ=21. 

2. Построим таблицу. Установим порядок выполнения опе-

раций в соответствии с их приоритетностью: 

1f x ; 2f y ; 3f z ; 4 2f x f z   ; 5 4f f ; 6f xy ; 

7 2f f z  ; 8 1 3f f y f   ; 9f yz ; 5 6 7 8 9f f f f f f     . 

Таким образом, количество операций, необходимых для по-

лучения векторного значения функции, равно десяти. 

Таблица имеет вид: 

 

x y z 1f  2f  3f  4f  5f  6f  7f  8f  9f  f  

0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 

0 0 1 1 1 0 1 0 0 1 0 0 1 

0 1 0 1 0 1 0 1 0 0 1 0 1 

0 1 1 1 0 0 1 0 0 0 0 1 1 

1 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 

1 0 1 0 1 0 1 0 0 1 0 0 1 

1 1 0 0 0 1 1 0 1 0 0 0 1 

1 1 1 0 0 0 1 0 1 0 0 1 1 

 

3. Рассмотрим пары наборов, соседних по переменной x , и 

значения функции на этих наборах: 

   0,0,0 1,0,0 0f f  ;    0,0,1 1,0,1 1f f  ; 

   0,1,0 1,1,0 1f f  ;    0,1,1 1,1,1 1f f  . 

Значит, x  - фиктивная переменная. 

Рассмотрим пары наборов по переменной y . Так как 

   0,0,0 0,1,0f f , то y  - существенная переменная. 

Рассматривая пары наборов по переменной z , находим, что 

   0,0,0 0,0,1f f , поэтому z  - существенная переменная. 

Получили, что    , , ,f x y z g y z . Таблица функции  ,g y z  

имеет вид: 
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y 0 0 1 1 

z 0 1 0 1 

 ,h x y

 ,g y z  0 1 1 1 

 

По таблице 3.6 определяем формулу  ,g y z y z  , т.е. 

 , ,f x y z y z  . 

4. Применяя основные эквивалентности, преобразуем форму-

лу к виду, не содержащему фиктивной переменной: 

 , ,f x y z xy yz xyz yz x y z xy yz xyz yz xyz            

  1xy yz xyz yz xy z y y xyz xy z xyz              

    1xy z xyz xy z z z xy xy z xy xy z xy              

  1y x x z y z y z        . 

Итак,  , ,f x y z y z  , её логическая схема показана на 

рис. 7.4. Задержка схемы - T  , цена по Квайну - SQ=2. 

 
 

8. Теорема о дизъюнктивном разложении булевой 

функции по переменным 
 

Обозначим  

,   1,

,   0.

x
x

x

 




 


 

Рис. 7.4. Логическая схема, реализующая 

функцию . 
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Построим таблицу значений функции x .  

 

x 0 0 1 1 

σ 0 1 0 1 

x  
00 0 1   

10 0  
01 1 0   11 1  

 

Из таблицы следует, что 1x   тогда и только тогда, когда x  . 

Теорема 8.1 (о дизъюнктивном разложении булевой 

функции по переменным). Для любой функции алгебры логики 

 1,..., nf x x  и для любого k   1 k n   справедливо следующее 

равенство: 

 
 

 1

1

1 1 11
,...,

,..., ... ,..., , ,...V ,k

k
k

n k k nk
B

f x x x x f x x


 

  


    . 

Это равенство называют формулой дизъюнктивного разло-

жения по совокупности переменных 1,..., kx x . 

Доказательство. Зафиксируем произвольный набор 

 1 2, ,..., n    . Вычислим значение правой части равенства на 

этом наборе. Как только хотя бы один из сомножителей будет ра-

вен нулю, вся конъюнкция обратится в нуль. Таким образом, из 

ненулевых конъюнкций останется лишь одна - та, в которой 

i i  , поэтому правая часть равенства примет вид: 

 
 1 2

1 2

1 2 11 2
, ,...,

... , ,..., , ,...,V k

k
k

k k nk
B

f
 

  

       


      

 1 2
1 2 11 20 ... 0 ... , ,..., , ,..., .k

k k nk f
 

                

В силу того, что 1xx  , указанное выражение равно 

 1 2 1, ,..., , ,...,k k nf      .  

Так как равенство 

 
 

 1

1 2

1 1 11
, ,...,

,..., ... ,..., , ,...,V k

k
k

n k k nk
B

f f


  

       


     

выполняется для произвольного набора  , то справедлива фор-

мула 

 
 

 1

1

1 1 11
,...,

,..., ... ,..., , ,...V ,k

k
k

n k k nk
B

f x x x x f x x


 

  


    . 
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Теорема доказана.□ 

Следствие 8.1. Разложение произвольной функции алгебры 

логики по одной переменной имеет вид: 

 1 1 1,..., , , ,...,i i i nf x x x x x    

   1 1 1 1 1 1,..., ,0, ,..., ,..., ,1, ,..., .i i i n i i i nx f x x x x x f x x x x        

Доказательство. По теореме 8.1 напишем разложение по пе-

ременной ix :

   0
1 1 1 1 1 1,..., , , ,..., ,..., ,0, ,...,i i i n i i i nf x x x x x x f x x x x       

   1
1 1 1 1 1 1,..., ,1, ,..., ,..., ,0, ,...,i i i n i i i nx f x x x x x f x x x x         

 1 1 1,..., ,1, ,..., .i i i nx f x x x x   □ 

Пример 8.1. Преобразовать функцию  

   1 2 3 4, , , 0100 0111 1000 1011f x x x x  , 

используя формулу дизъюнктивного разложения по совокупно-

сти переменных 2x , 4x , представляя получаемые функции от 

двух переменных формулами над множеством элементарных свя-

зок: отрицание, конъюнкция, дизъюнкция, импликация, сумма по 

модулю два, эквивалентность, штрих Шеффера, стрелка Пирса. 

Решение. Для данного случая формула дизъюнктивного раз-

ложения имеет вид: 

 
 

 2 4

2 4

1 2 3 4 1 2 3 42 4
,

, , , , , ,V
a a

a a

f x x x x x x f x a x a     

 
 
 
 

 2 4
1 2 3 42 4

0,0

0,1

1,0

1,1

, , ,V
a a

x x f x a x a     

     0 0 0 1 1 0
2 4 1 3 2 4 1 3 2 4 1 3,0, ,0 ,0, ,1 ,1, ,0x x f x x x x f x x x x f x x           

     1 1
2 4 1 3 2 4 1 3 2 4 1 3,1, ,1 ,0, ,0 ,0, ,1x x f x x x x f x x x x f x x           

   2 4 1 3 2 4 1 3,1, ,0 ,1, ,1x x f x x x x f x x      . 

 

Запишем таблицу функции  1 2 3 4, , ,f x x x x : 
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1x  0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 

2x  0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1 

3x  0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 

4x  0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 

f  0 1 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 1 0 1 1 

 

С помощью построенной таблицы составим таблицы для че-

тырёх функций, зависящих от переменных 1x , 3x :  1 3,0, ,0f x x , 

 1 3,0, ,1f x x ,  1 3,1, ,0f x x ,  1 3,1, ,1f x x . 

 

1x  3x   1 3,0, ,0f x x   1 3,0, ,1f x x   1 3,1, ,0f x x   1 3,1, ,1f x x  

0 0 0 1 0 1 

0 1 0 0 1 1 

1 0 1 0 1 0 

1 1 0 0 1 1 

 
1 3x x   1 3x x  1 3x x  1 3x x  

 

Для функции  1 2 3 4, , ,f x x x x  формула дизъюнктивного раз-

ложения по совокупности переменных 2x , 4x  имеет вид: 

     1 2 3 4 2 4 1 3 2 4 1 3, , ,f x x x x x x x x x x x x          

   2 4 1 3 2 4 1 3x x x x x x x x        . 

 

8.1. Применение формулы дизъюнктивного разложения при 

реализации булевой функции на мультиплексоре 

 

Термином «мультиплексирование» называют процесс пере-

дачи данных от нескольких источников по одному общему кана-

лу.  

Мультиплексор (MS) – это логическое устройство с одним 

выходом и двумя типами входов: информационными и адресны-

ми.  

Обозначение MS можно расшифровать как multiplexor.  
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В мультиплексоре число информационных входов зависит от 

числа адресных входов. Если число адресных входов равно m , то 

максимальное число информационных входов не превышает 2m .  

На рис.8.1 приведён пример условно графического обозначе-

ния мультиплексора с четырьмя информационными входами 

MS (41). Этот мультиплексор имеет два (т=2) адресных входа 

0А , 1А  и четыре ( 22 2 4m   ) информационных входа 0D , 1D , 

2 ,D  3D . 

 
Разберём принцип действия MS (41). Мультиплексор, в за-

висимости от управляющего сигнала, поступающего с адресных 

входов 0А , 1А , подключает поочерёдно каждый из четырёх ин-

формационных входов 0D , 1D , 2 ,D  3D  к выходу Y . 

Если на адресные входы 0А , 1А  подать переменные 0x , 1x , а 

на информационные входы 0D , 1D , 2 ,D  3 ,D  - переменные 0z , 1z , 

2z , 3z  соответственно, то двоичный набор  0 1,x x  на адресных 

входах определяет номер 
1

1 1 0
0 1

0

2 2 2j
i

j

i x x x



       информа-

Рис.8.1.1. Условно графическое обозначение мульти-

плексора с четырьмя информационными входами. 
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ционного входа iD , с которого переменная iz  передаётся на вы-

ход Y, т.е. ,iY z  если 
1

1

0

2 j
j

j

i x 



  .  

Например, при    0 1 00x x   номером информационного вхо-

да будет число 
1 00 2 0 2 0    , следовательно, на выходе полу-

чится сигнал 0Y z ; при    0 1 01x x   номером информационного 

входа будет число 
1 00 2 1 2 1    , следовательно, на выходе по-

лучится сигнал 1Y z ; при    0 1 10x x   номером информацион-

ного входа будет число 
1 01 2 0 2 2    , следовательно, на выходе 

получится сигнал 2Y z ; при    0 1 11x x   номером информаци-

онного входа будет число 
1 01 2 1 2 3    , следовательно, на вы-

ходе получится сигнал 3Y z . 

Мультиплексор можно использовать в качестве универсаль-

ного логического элемента для реализации любой булевой функ-

ции от числа аргументов, равных числу адресных входов мульти-

плексора. Покажем это на примере булевой функции «сумма по 

модулю 2». 

Пример 8.1.1. На мультиплексоре реализовать функцию 

«сумма по модулю 2», заданную таблицей истинности: 

 

1x  0 0 1 1 

2x  0 1 0 1 

f  0 1 1 0 

 

Решение. Выбираем мультиплексор MS (41), имеющий 2 

адресных входа (по числу аргументов функции) и 22 4  инфор-

мационных входов.  

Чтобы сформировать значения функции f на выходе мульти-

плексора в соответствии с таблицей истинности необходимо: 
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- на адресные входы мультиплексора 0 1,  A A  подать соответ-

ствующие аргументы 1 2,  x x  функции f, чтобы номер информаци-

онного входа соответствовал номеру двоичного набора  1 2,  x x ; 

- к информационным входам подключить константы «0» и 

«1» в такой последовательности, которая полностью копирует 

последовательность единиц и нулей в таблице истинности функ-

ции f. 

Схема реализации функции «сумма по модулю 2» приведена 

на рис. 8.1.2. 

Если переменные функции принимают значения 

   1 2, 0,0x x   или    1 2, 1,1x x  , то мультиплексор (41) комму-

тирует на выход сигнал с информационного входа 0D  или 3D , 

т. е. нулевые значения. Если    1 2, 0,1x x   или    1 2, 1,0x x  , то 

на выход поступает соответствующий сигнал с информационного 

входа 1D  или 2D . 

 
В примере реализации функции «сумма по модулю 2» ис-

пользовался мультиплексор с двумя адресными входами, число 

которых равно числу аргументов функции. Однако возможны си-

туации, когда с помощью мультиплексора необходимо реализо-

вать булеву функцию с числом переменных большим, чем число 

Рис.8.1.2. Реализация функции «сумма по 

модулю 2» на мультиплексоре (41). 
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адресных входов. В этом случае применяют формулу дизъюнк-

тивного разложения булевой функции по переменным. 

В качестве примера реализуем функцию «сумма по модулю 

2» на мультиплексоре (21). Этот мультиплексор имеет один ад-

ресный вход 0А  и два информационных 0D  и 1D . В качестве ад-

ресной переменной выберем 1x . Запишем формулу дизъюнктив-

ного разложения функции  1 2,f x x  по этой переменной: 

         0 1
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2, 0, 1, 0, 1,f x x x f x x f x x f x x f x        . 

Составим таблицы для функций  20,f x  и  21,f x , завися-

щих от переменной 2x . 

 

2x   20,f x   21,f x  

0 0 1 

1 1 0 

 2x  2x  

 

Для функции  1 2,f x x  формула дизъюнктивного разложения 

по переменной 1x  имеет вид:      1 2 1 2 1 2,f x x x x x x    . 

 
Чтобы сформировать значения функции  1 2,f x x  на выходе 

MS (21) в соответствии с полученным разложением, необходи-

мо: 

- к адресному входу 0А  подключить переменную 1x ; 

- на информационные входы 0D  и 1D  подать сигналы:  

Рис.8.1.3. Реализация функции «сумма по 

лю 2» на мультиплексоре (21). 
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 0 2 20,D f x x  ,  1 2 21,D f x x  . 

Схема, реализующая функцию «сумма по модулю 2» на 

MS (21), показана на рис. 8.1.3. 

Пример 8.1.2. С помощью MS (41) синтезировать булеву 

функцию трёх переменных    1 2 3, , 1101 0010g x x x  . 

Решение. В качестве адресных переменных выберем 1x  и 2x . 

Тогда формула дизъюнктивного разложения имеет вид: 

 
 

 1 2

1 2

1 2 3 1 2 31 2
,

, , , ,V
a a

a a

g x x x x x g a a x     

 
 
 
 

 1 2
1 2 31 2

0,0

0,1

1,0

1,1

, ,V
a a

x x g a a x     

     0 0 0 1 1 0
1 2 3 1 2 3 1 2 30,0, 0,1, 1,0,x x g x x x g x x x g x           

     1 1
1 2 3 1 2 3 1 2 31,1, 0,0, 0,1,x x g x x x g x x x g x           

   1 2 3 1 2 31,0, 1,1,x x g x x x g x      . 

Запишем таблицу функции  1 2 3, ,g x x x : 

 

1x  0 0 0 0 1 1 1 1 

2x  0 0 1 1 0 0 1 1 

3x  0 1 0 1 0 1 0 1 

g  1 1 0 1 0 0 1 0 

 

С помощью построенной таблицы составим таблицы для че-

тырёх функций, зависящих от переменной 3x :  

 30,0,g x ,  30,1,g x ,  31,0,g x ,  31,1,g x . 

 

3x   30,0,g x   30,1,g x   31,0,g x   31,1,g x  

0 1 0 0 1 

1 1 1 0 0 

 1 3x  0 3x  
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Для функции  1 2 3, ,g x x x  формула дизъюнктивного разло-

жения по совокупности переменных 1x , 2x  имеет вид: 

         1 2 3 1 2 1 2 3 1 2 1 2 3, , 1 0g x x x x x x x x x x x x x            . 

Чтобы сформировать значения функции g на выходе мульти-

плексора в соответствии с полученным разложением, необходи-

мо: 

- на адресные входы мультиплексора 0 1,  A A  подключить со-

ответствующие переменные 1 2,  x x  функции g, по которым про-

водилось разложение; 

- в соответствии с разложением функции на информацион-

ные входы мультиплексора 0 1 2 3,  ,  ,  D D D D  подать сигналы: 

 0 30,0, 1D g x  ,  1 3 30,1,D g x x  ,  

 2 31,0, 0D g x  ,  3 3 31,1,D g x x  . 

Схема мультиплексора, реализующего функцию g, изобра-

жена на рис. 8.1.4.  

 

 
 

Переменная 3x  в этом случае «выносится» на информацион-

ный вход 1D , а переменная 3x  на вход 3D . 

 

Рис.8.1.4. Реализация функции трёх аргументов на 

MS (41). 
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8.2. Совершенная дизъюнктивная и совершенная  

конъюнктивная нормальные формы 
 

Теорема 8.2.1 (теорема о совершенной дизъюнктивной 

нормальной форме). Для любой булевой функции 

 1 2, ,..., nf x x x , отличной от тождественного нуля, справедливо 

следующее представление 

 
   

1 2

1 1
1 1 2

,...,  |  ,..., 1
,..., .V . . n

n n
n n

f
f x x x x x

  

    
    , 

которое является единственным. 

Этот вид называется совершенной дизъюнктивной нормаль-

ной формой функции  1 2, ,..., nf x x x  и записывается СДНФ. 

Доказательство. Пусть функция  1 2, ,..., nf x x x  отлична от 

тождественного нуля. Напишем разложение этой функции по 

k n  переменным 

 
 

 1 2

1 2

1 1 21 2
, ,...,

,..., ... , ,...,V n

n
n

n n n
B

f x x x x x f
  

  

  


     , 

что можно переписать в эквивалентном виде 

 
   

 1

1 1
1 11

,...,  |  ,..., 1
,..., ... .V , ..,n

n n
n n n

f
f x x x x f

 

   
 


      

   
 1

1 1
11

,...,  |  ,..., 0
V ... ,...,n

n n
n n

f
x x f
 

   
 


    . 

Учитывая, что в первой дизъюнкции все значения функции равны 

единице, а вторая обнуляется из-за того, что все значения функ-

ции в ней равны нулю, получаем: 

 
   

1 2

1 1
1 1 2

,...,  |  ,..., 1
,..., .V . . n

n n
n n

f
f x x x x x

  

    
    . 

Покажем, что эта СДНФ единственная. В самом деле, имеет-

ся 22 1
n
 n-местных функций, не равных тождественно нулю. 

Подсчитаем число различных СДНФ от n переменных.  

Пусть 
!

!( )!

k
n

n
C

k n k



 - число сочетаний из n элементов по k. 

Так как булевой функции  1 2, ,..., nf x x x  от n  переменных соот-
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ветствует двоичный набор значений  0 1 2 1
, ,..., nf   


 , имею-

щий длину 2n , то множеству функций, имеющих в СДНФ одно 

дизъюнктивное слагаемое, соответствует множество двоичных 

наборов значений функций, содержащих только одну единицу. 

Количество таких наборов равно 1

2nC , поэтому и одночленных 

СДНФ будет 1

2nC . Аналогично определяется число k-членных 

СДНФ, которое равно 
2

k
nC . Поэтому число всех различных 

СДНФ буде равно: 1 2 2

2 2 2 2
... ...

nk
n n n nC C C C     . Применяя свой-

ство сочетаний 1 21 ... 2n n
n n nC C C     , получим:  

1 2 2 2

2 2 2 2
... ... 2 1.

n nk
n n n nC C C C        

Итак, 22 1
n
  функций реализуются посредством 22 1

n
  

СДНФ, т.е. каждой функции соответствует единственная СДНФ. 

Теорема доказана.□ 

Определение 8.2.1. Формула вида 1 2

1 2
... m

mi i i
x x x

 
   , где 1m  , 

 1,2,...,ki n ,  0,1k   и все переменные различны, называется 

элементарной конъюнкцией ранга m  на множестве булевых пе-

ременных 1,..., nx x . Если ранг элементарной конъюнкции равен 

,n  то конъюнкция 1
1 ... n

nx x
 
   называется полной. 

Определение 8.2.2. Представление функции  1 2, ,..., nf x x x  в 

виде дизъюнкций элементарных конъюнкций, где существует хо-

тя бы одна неполная конъюнкция, называется дизъюнктивной 

нормальной формой (ДНФ). 

Например, функцию  1 2 3, ,f x x x  можно представить в виде 

СДНФ  1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3, ,f x x x x x x x x x x x x   , у которой все эле-

ментарные конъюнкции полные, и в виде ДНФ 

 1 2 3 1 2 3 2 3, ,f x x x x x x x x  , у которой элементарная конъюнкция 

2 3x x  полной не является. 

Учебно-методические материалы. Филиал МИРЭА в г. Фрязино



46 
 

Теорема 8.2.2 (о совершенной конъюнктивной нормаль-

ной форме). Для любой булевой функции  1 2, ,..., nf x x x , отлич-

ной от тождественной единицы, справедливо представление 

 
   

 1 2

1 1
1 1 2

,...,  |  ,..., 0
,..., .& . . n

n n
n n

f
f x x x x x

  

    
    , 

которое является единственным. 

Этот вид называется совершенной конъюнктивной нормаль-

ной формой функции  1 2, ,..., nf x x x  и записывается СКНФ. 

Доказательство. Пусть функция  1 2, ,..., nf x x x  отлична от 

тождественной единицы, тогда функция  1 2, ,..., nf x x x  отлична 

от тождественного нуля. Напишем разложение этой функции по 

k n  переменным 

 
 

 1 2

1 2

1 1 21 2
, ,...,

,..., ... , ,...,V n

n
n

n n n
B

f x x x x x f
  

  

  


     , 

что можно переписать в эквивалентном виде 

 
   

 1

1 1

1 11
,...,  |  ,..., 1

,..., ... .V , ..,n

n n

n n n
f

f x x x x f
 

   
 



      

   
 1

1 1

11
,...,  |  ,..., 0

V ... ,...,n

n n

n n
f

x x f
 

   
 



    . 

Учитывая, что в первой дизъюнкции все значения функции равны 

единице, а вторая обнуляется из-за того, что все значения функ-

ции в ней равны нулю, получаем  

 
   

 1

1 1

1 11
,...,  |  ,..., 1

,..., ... ,...,V n

n n

n n n
f

f x x x x f
 

   
 



    . 

Так как    1 1,..., ,...,n nf x x f x x , то, применяя правила де Мор-

гана, имеем 

 
   

 1

1 1

1 11
,...,  |  ,..., 1

,..., ... .V , ..,n

n n

n n n
f

f x x x x f
 

   
 



      

   
  1 2

1 1

11 2
,...,  |  ,..., 1 0

... ,...& ,n

n n

n n
f

x x x f
  

   

 
 

       

   
  1 2

1 1
11 2

,...,  |  ,..., 0
... ,...,& n

n n
n n

f
x x x f
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 1 2

1 1
1 2

,...,  |  ,..., 0
...& n

n n
n

f
x x x
  

    
    , 

где x x   так как 
1 0 1x x x x    и 

0 1 0x x x x x    . 

Из единственности СДНФ для функции  1,..., nf x x  вытекает 

единственность СКНФ для функции    1 1,..., ,...,n nf x x f x x . 

Утверждение теоремы доказано.□ 

Определение 8.2.3. Формула вида 1 2

1 2
... m

mi i i
x x x

 
   , где 

1m  ,  1,2,...,ki n ,  0,1k   и все переменные различны, 

называется элементарной дизъюнкцией ранга m  на множестве 

булевых переменных 1 2, ,..., nx x x . Если ранг элементарной дизъ-

юнкции равен n , то дизъюнкция 1
1 ... n

nx x
 
   называется полной. 

Определение 8.2.4. Представление функции  1 2, ,..., nf x x x  в 

виде конъюнкций элементарных дизъюнкций, где существует хо-

тя бы одна неполная дизъюнкция, называется конъюнктивной 

нормальной формой (КНФ). 

Пример 8.2.1. Для функции    , , 0001 0101f x y z   найти 

СДНФ и СКНФ. По СДНФ функции  , ,f x y z  построить логиче-

скую схему при помощи вентилей «И», «ИЛИ», «НЕ», найти её 

задержку и цену по Квайну. 

Решение. Составим таблицу функции  , ,f x y z : 

 

x 0 0 0 0 1 1 1 1 

y 0 0 1 1 0 0 1 1 

z 0 1 0 1 0 1 0 1 

f  0 0 0 1 0 1 0 1 

 

Найдём СДНФ: 

 
     

 
 

, , |  , , 1 0,1,1

1,0,1

1,1,1

, , V V
a b c a b c

a b c f a b c

f x y z x y z x y z


    

0 1 1 1 0 1 1 1 1x y z x y z x y z xyz xyz xyz      . 
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Найдём СКНФ: 

 
   

 
 
 
 
 
 

 
, , |  , , 0 0,0,0

0,0,1

0,1,0

1,0,0

1,1,0

, , & &
a b c a b c

a b c f a b c

f x y z x y z x y z


        

       0 0 0 0 0 1 0 1 0 1 0 0x y z x y z x y z x y z            

       1 1 0 1 1 1 1 1 0 1 0 1x y z x y z x y z x y z              

       0 1 1 0 0 1x y z x y z x y z x y z              

     x y z x y z x y z         . 

 

Рис. 8.2.1. Логическая схема, реализующая СДНФ функции 

. 
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Логическая схема, реализующая СДНФ функции  , ,f x y z  

при помощи вентилей «И», «ИЛИ», «НЕ», показана на рис.8.2.1. 

Для схемы на рис.8.2.1. задержка - 3T  , цена по Квайну - 

SQ=14. 

Пример 8.2.2. Для функций  1 , ,f x y z xy yz xz   ,  

 2 , ,f x y z x xyz yz   ,  3 , ,f x y z xy xz z y   : 

1) выяснить вопрос о равносильности ДНФ функций 1f , 2f , 

3f  сведением их к СДНФ;  

2) при помощи основных эквивалентностей преобразовать 

ДНФ функции 2f  в КНФ. 

Решение.  
1. Применяя эквивалентности 1x x  , x x x   и 

 x y z xy xz   , сведём данные функции к СДНФ. 

Преобразуя формулу функции 1f  

   1 , , 1 1 1f x y z xy yz xz xy yz x z xy z z               

   x x yz x y y z xyz xyz xyz xyz xyz xyz             , 

получим СДНФ функции 1f : 

 1 , ,f x y z xyz xyz xyz xyz xyz xyz      . 

Преобразуя формулу функции 2f  

     2 , , 1 1 1f x y z x xyz yz x xyz yz x y y z z                

 xyz x x yz xyz xyz xyz xyz xyz xyz xyz             

xyz xyz xyz xyz xyz xyz      , 

получим СДНФ функции 2f : 

 2 , ,f x y z xyz xyz xyz xyz xyz xyz      . 

Преобразуя формулу функции 3f  

   3 , , 1 1 1f x y z xy xz z y xy x z z y xy z z               

   x y y z x x z y xyz xyz xyz xyz xz y xz y             , 

получим СДНФ функции 3f : 
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 3 , ,f x y z xyz xyz xyz xyz xz y xz y      . 

Сравнивая СДНФ этих функций, делаем вывод, что 1 3 2f f f  . 

2. Применяя закон дистрибутивности  

   x y z x y x z      , 

преобразуем ДНФ функции 2f  в КНФ: 

      2 , ,f x y z x xyz yz x x yz yz x x x yz yz            

    1 x yz yz x yz yz x yz y yz z             

        1 1x y y z y y z z z x z y y z               

     x z y y z x z y x y z         , 

    2 , ,f x y z x z y x y z     . 

 

9. Полные системы. Примеры полных систем 
 

Пусть  1 2 2, ,...A f f P   - система булевых функций. 

Определение 9.1. Система A называется полной (в 2P ), если 

любую булеву функцию можно выразить формулой над A. 

Теорема 9.1. Система  , ,A      является полной. 

Доказательство. Если булева функция f  отлична от тожде-

ственного нуля, то она выражается в виде совершенной дизъюнк-

тивной нормальной формы, в которую входят лишь дизъюнкция, 

конъюнкция и отрицание. Если же 0f  , то f x x  . Теорема 

доказана.□ 

Лемма 9.2. Если система A — полная, и любая функция си-

стемы A может быть выражена формулой над некоторой другой 

системой B , то B  - также полная система. 

Доказательство. Рассмотрим произвольную булеву функ-

цию  1 2, ,..., nf x x x  и две системы функций:  1 2, ,...A g g  и 

 1 2, ,...B h h . В силу того, что система A полна, функция f  мо-

жет быть выражена в виде формулы над ней: 

   1 2 1 2, ,..., , ,...nf x x x g g I , где  1 2, ,...i ig h h , то есть функ-
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ция f  представляется в виде    1 2 1 2, ,..., , ,...nf x x x   I , иначе 

говоря, может быть представлена формулой над B . Перебирая 

таким образом все булевы функции, получим, что система B  

также полна. Лемма доказана.□ 

Теорема 9.3. Следующие системы являются полными в 2P : 

1)  ,  x y x ; 2)  ,  x y x ; 3)  |x y ; 4)  ,   ,  1x y x y  . 

Доказательство.  

1. Известно (теорема 9.1), что система  ,  ,  A x y x y x    

полна. Покажем, что полна система  ,  B x y x  . Действитель-

но, из правил де Моргана x y x y    получаем, что x y x y   , 

то есть конъюнкция выражается через дизъюнкцию и отрицание, 

и все функции системы A выражаются формулами над системой 

B . Согласно лемме 2 система B  полна. 

2. Аналогично пункту 1, применяя правила де Моргана, вы-

разим дизъюнкцию через конъюнкцию и отрицание: x y x y    

⇔ x y x y   . Так как в п.1 показано, что система  ,  x y x  

полна, то из леммы 9.2 следует истинность утверждения пункта 

2. 

3. Так как |x x x ,    | | |x y x y x y x y     и из п.2 извест-

но, что система  ,  x y x  полна, то согласно лемме 9.2 система 

 |x y  полна. 

4. По лемме 9.2 система  ,   ,  1x y x y   полна, т.к. 1x x   

и система  ,  x y x  полна по п.2. 

Теорема доказана.□ 

 

10. Теорема Жегалкина о представимости булевой  

функции полиномом 
 

В 1927 году российский математик И. И. Жегалкин 

(1869 - 1947) предложил полином в качестве одного из способов 

представления булевой функции. 
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Определение 10.1. Элементарная конъюнкция на множестве 

булевых переменных 1 2, ,..., nx x x  называется монотонной, если 

она не содержит отрицаний переменных. Монотонная конъюнк-

ция либо имеет вид 
1 2

...
mi i ix x x   , где 1m   и  1,2,...,ki n , либо 

является константой 1. 

Определение 10.2. Полиномом Жегалкина от переменных 

1 2, ,..., nx x x  называется либо выражение вида  

   1 2 3 ... lK K K K    , 

где 1l   и все jK  - различные монотонные конъюнкции на мно-

жестве переменных 1 2, ,..., nx x x , либо константа 0. 

Запишем общий вид полинома Жегалкина от переменных 

1 2, ,..., nx x x : 

0 1 1 12 1 2 13 1 3 12... 1 2... ... ...n n n na a x a x a x x a x x a x x x       , 

где константы и переменные принимают значения либо 0, либо 1. 

Теорема 10.1 (теорема Жегалкина). Любую булеву функ-

цию  1 2, ,..., nf x x x  можно единственным образом выразить по-

линомом Жегалкина над множеством переменных 1 2, ,..., nx x x . 

Доказательство.  
1. Докажем существование полинома.  

Константа 0 – это полином Жегалкина по определению. Из-

вестно, что любая булева функция  1 2, ,..., nf x x x , отличная от 

тождественного нуля, представима СДНФ, поэтому построим по-

лином Жегалкина, применяя к СДНФ формулы 1x x   и 

  1 1 1x y x y x y xy x y          . 

СДНФ функции  1,..., nf x x  имеет вид: 

 
   

1 2

1 1
1 1 2

,...,  |  ,..., 1
,..., .V . . n

n n
n n

f
f x x x x x

  

    
    . 

Так как конъюнкции, входящие в СДНФ различные и пол-

ные, то произведение любой пары конъюнкций iK  и jK  будет 

содержать произведение противоположных переменных, поэтому

0i jK K  . Для полных конъюнкций справедлива формула:  
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i j i j i j i jK K K K K K K K       . 

В заданной СДНФ заменяем каждый символ дизъюнкции на сим-

вол суммы по модулю 2, применяя к каждой паре конъюнкций 

формулу i j i jK K K K   . Получим: 

 
   

1 2

1 1

1 1 2
,...,  |  ,..., 1

,..., ... n

n n

n n
f

f x x x x x
  

    
     . 

Покажем, что i
i iix x


  :  

если 0i  , то 0 1i
i i i i iix x x x x


      ; 

если 1i  , то 1 0i
i i i i iix x x x x


      . 

Теперь вместо каждой переменной i
ix


 подставляем равно-

сильную формулу i ix  : 

 
   

     
1 1

1 1 1 2 2
,...,  |  ,..., 1

,..., ...
n n

n n n
f

f x x x x x
   

  


        . 

Применяя законы коммутативности 1 2 2 1x x x x   , ассоциатив-

ности,    1 2 3 1 2 3 1 2 3x x x x x x x x x         и дистрибутив-

ности  1 2 3 1 2 1 3x x x x x x x   , раскрываем в полученном выра-

жении скобки. Получим сумму конъюнкций, которая ещё не яв-

ляется полиномом Жегалкина, так как может содержать пары 

одинаковых конъюнкций. Удаляем эти конъюнкции, используя 

равносильности 0x x   и 0x x  . В результате получим по-

лином Жегалкина функции  1 2, ,..., nf x x x . Существование дока-

зано. 

2. Докажем единственность представления. Подсчитаем чис-

ло различных всевозможных монотонных конъюнкций от n  пе-

ременных. Для этого составим таблицу 10.1, где каждой пере-

менной соответствует единица, если она присутствует в моно-

тонной конъюнкции и ноль в противном случае. Константе 1 в 

таблице поставим в соответствие набор нулей. 

Очевидно, что построенная таблица реализует взаимно одно-

значное отображение между множеством монотонных конъюнк-

ций от n  переменных и множеством n -разрядных двоичных 

наборов. Так как количество n -разрядных двоичных наборов 
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равно 2n , то и монотонных конъюнкций от n  переменных будет 

2n . 

 

Таблица 10.1. 

 1x  2x  3x  … 
nx  

1 2 3 ... nx x x x     1 1 1 … 1 

… … … … … … 

1 2x x  1 1 0 … 0 

… … … … … … 

1x  1 0 0 … 0 

1 0 0 0 … 0 

 

Построим аналогичное взаимно однозначное отображение 

между всевозможными суммами монотонных конъюнкций и век-

торами длины 2n  - числа конъюнкций. Для этого составим таб-

лицу 10.2, где под соответствующей монотонной конъюнкцией 

стоит единица, если она входит в данную сумму, и ноль, если не 

входит. При этом константе ноль ставится в соответствие нуле-

вой набор.  

 

Таблица 10.2. 

 1 2 3... nx x x x  … 1 2x x  … 1x  1 

1 2 3 1 2... ... ... 1nx x x x x x     1 … 1 … 1 1 

… … … … … … … 

1 2 1x x   0 … 1 … 0 1 

… … … … … … … 

1 0 … 0 … 0 1 

0 0 … 0 … 0 0 

 

Очевидно, что такое отображение взаимнооднозначное. Все-

го различных сумм будет столько, сколько существует различных 

двоичных векторов длины 2n , то есть - 22
n

. Мы получили, что 
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число различных полиномов Жегалкина от n переменных совпа-

дает с числом булевых функций.  

Так как каждой функции от n переменных соответствует по-

лином и число функций равно числу полиномов, то каждой 

функции будет соответствовать единственный полином Жегал-

кина. Единственность доказана.□ 

Приведём некоторые наиболее известные способы построе-

ния полинома Жегалкина.  

Построение полинома Жегалкина по СДНФ опирается на 

формулу 

 
   

     
1 1

1 1 1 2 2
,...,  |  ,..., 1

,..., ...
n n

n n n
f

f x x x x x
   

  


         

и описано при доказательстве теоремы 10.1. 

Метод неопределённых коэффициентов. Записываем булеву 

функцию в виде полинома Жегалкина с неопределёнными коэф-

фициентами. Приравниваем значения функции к значениям по-

линома на соответствующих наборах переменных и, решая полу-

ченную систему, находим неизвестные коэффициенты. 

Нахождение полинома Жегалкина при помощи треугольника 

Паскаля. На значениях исходной функции 

   1 2 0 1 2 1
, ,..., , ,..., nnf x x x   


  строим треугольник Паскаля. В 

первой строке треугольника выписываем значения 0 1 2 1
, ,..., n  


 

исходной функции f. Вторую строку получаем из первой, сумми-

руя по модулю 2 соседние элементы первой строки (рис. 10.1).  

 
Третью строку получаем из второй, суммируя по модулю 2 со-

седние элементы второй строки. Продолжая процесс, получим 

треугольник Паскаля, левая сторона которого выделяется жир-

Рис. 10.1. Построение строк треугольника Паскаля. 

 

0                 1                 2       ….      
2 2n


                
2 1n


 

 

      0 1           1 2              ….            
2 2 2 1n n 
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ным шрифтом, так как она определяет коэффициенты при моно-

тонных конъюнкциях полинома Жегалкина.  

Чтобы по треугольнику Паскаля построить полином Жегал-

кина, нужно каждой строке треугольника поставить в соответ-

ствие монотонную конъюнкцию полинома. Для этого, двигаясь 

по строкам треугольника сверху вниз, ставим в соответствие 

каждой строке двоичный набор из таблицы истинности. Наборы 

выписываем в порядке возрастания их номеров. При доказатель-

стве теоремы 10.1 было построено взаимно однозначное соответ-

ствие между множеством монотонных конъюнкций от n  пере-

менных и множеством n -разрядных двоичных наборов. Исполь-

зуя это соответствие, по единицам, входящим в двоичные набо-

ры, составляем монотонные конъюнкции полинома. В полином 

Жегалкина входят только те конъюнкции, коэффициенты кото-

рых равны 1 на левой стороне треугольника Паскаля. 

Пример 10.1. Для функции    , , 1110 1010f x y z   найти по-

лином Жегалкина тремя способами. Построить логическую схе-

му, реализующую полином Жегалкина функции  , ,f x y z , при 

помощи вентилей «И», «М2» и константы 1, которая считается 

данной. 

Решение. Составим таблицу функции: 

 

x 0 0 0 0 1 1 1 1 

y 0 0 1 1 0 0 1 1 

z 0 1 0 1 0 1 0 1 

f  1 1 1 0 1 0 1 0 

 

Способ 1. Найдём полином Жегалкина данной функции, ис-

ходя из формулы:  

   
   

  
, ,  |  , , 1

, ,
a b c f a b c

f x y z x a y b z c
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0,0,0

0,0,1

0,1,0

1,0,0

1,1,0

x a y b z c      

       0 0 0 0 0 1x y z x y z          

       0 1 0 1 0 0x y z x y z          

       1 1 0 1 1 1x y z x y z          

       1 1 0 1 0 1x y z x y z          

       0 1 1 0 0 1x y z x y z          

      1 1 1 1 1x y z x y z         

        1 1 1 1 1x y z x y z xy z          

          1 1 1 1 1 1 1x y z z x y z x z y y              

        1 1 1 1 1x y x y z x z          

  1 1xy x y x yz y xz x           

1xy x y xyz xy yz y xz x            

1 xz yz xyz     

Итак,  , , 1f x y z xz yz xyz    . 

Способ 2. Применим метод неопределённых коэффициентов. 

Будем искать полином для данной функции в виде: 

  0 1 2 3 4 5 6 7, ,f x y z a a x a y a z a xy a xz a yz a xyz        . 

В данное соотношение, используя таблицу функции, будем 

подставлять наборы значений переменных и значения функции: 

  0 1 2 3 4 5 6 70,0,0 1 0 0 0 0 0 0 0f a a a a a a a a               

 или 0 1a  ; 

  0 30,0,1 1 1f a a     или 0 3 1a a  ; 

  0 20,1,0 1 1f a a     или 0 2 1a a  ; 

  0 2 3 60,1,1 0 1 1 1f a a a a         или 0 2 3 6 0a a a a    ; 

  0 11,0,0 1 1f a a     или 0 1 1a a  ; 
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  0 1 3 51,0,1 0 1 1 1f a a a a         или 0 1 3 5 0a a a a    ; 

  0 1 2 41,1,0 1 1 1 1f a a a a         или 0 1 2 4 1a a a a    ; 

  0 1 2 3 4 5 6 71,1,1 0 1 1 1 1 1 1 1f a a a a a a a a                 

или 0 1 2 3 4 5 6 7 0a a a a a a a a        . 

Составляем и решаем систему: 

 

0 0

0 3 1

0 2 2

30 2 3 6

40 1

50 1 3 5

60 1 2 4

70 1 2 3 4 5 6 7

1, 1,

1, 0,

1, 0,

0,0,

0,1,

1,0,

1,1,

1.0,

a a

a a a

a a a

aa a a a

aa a

aa a a a

aa a a a

aa a a a a a a a

  
 

  
 
   
 

    
 

  
     
 

    
          

 

 

Подставляя найденные коэффициенты в выражение  

  0 1 2 3 4 5 6 7, ,f x y z a a x a y a z a xy a xz a yz a xyz         

получим, что  

 , , 1 0 0 0 0 1 1 1f x y z x y z xy xz yz xyz                 

1 xz yz xyz    . 

Полином Жегалкина имеет вид:  , , 1f x y z xz yz xyz    . 

Способ 3. Строим треугольник Паскаля (табл. 10.3). 

Полином Жегалкина функции f будет состоять из четырёх 

слагаемых, т.к. левая сторона треугольника Паскаля содержит че-

тыре единицы. Первой единице соответствует набор (000) и мо-

нотонная конъюнкция 1; второй единице соответствует набор 

(011) и монотонная конъюнкция yz; третьей единице соответству-

ет набор (101) и монотонная конъюнкция xz; четвёртой единице 

соответствует набор (111) и монотонная конъюнкция xyz.  

Полином Жегалкина имеет вид:  , , 1f x y z yz xz xyz    . 
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Таблица 10.3. 

Монотонные 

конъюнкции 

Двоичные наборы 

(xyz) 
Треугольник Паскаля 

1 

z 

y 

yz 

x 

xz 

xy 

xyz 

(000) 

(001) 

(010) 

(011) 

(100) 

(101) 

(110) 

(111) 

1 1 1 0 1 0 1 0 

0 0 1 1 1 1 1 

0 1 0 0 0 0 

1 1 0 0 0 

0 1 0 0 

1 1 0 

0 1 

1 

 

Логическая схема, реализующая полином Жегалкина функ-

ции  , ,f x y z  при помощи вентилей «И», «М2» и заданной кон-

станты 1, показана на рис. 10.2.  

 

 
 
Задержка логической схемы (рис.10.2) - 2T  , цена по 

Квайну - SQ=11. 

 

Рис. 10.2. Логическая схема, реализующая полином 

Жегалкина функции . 

М
2
 & 

у 

& 

z 

& 

x 

1 ярус 2 ярус 

1 
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11. Замкнутые классы 
 

Пусть  1 2 2, ,...A f f P   - система булевых функций. 

Определение 11.1. Множество всех булевых функций, кото-

рые можно выразить формулами над A, называется замыканием 

системы A и обозначается  A . 

Имеют место следующие свойства: 

1)  A A ; 

2)    1 2 1 2    A A A A   , причём, если в левой части им-

пликации строгое вложение, то из него вовсе не следует строгое 

вложение в правой части; 

3)    A A    . 

Определение 11.2. Система A называется замкнутым клас-

сом, если замыкание системы A совпадает с самой системой A, 

т.е.  A A . 

 

11.1. Класс функций, сохраняющих константу 0  
 

Класс функций, сохраняющих константу 0, определяется 

следующим образом: 

    0 1 2,..., | 0,...,0 0nT f x x P f   . 

Классу 0T  принадлежат, например, функции 0, x , x y , x y , 

x y . Классу 0T  не принадлежат функции 1, x , x y , |x y , 

x y , x y . 

 

11.2. Класс функций, сохраняющих константу 1 
 

Определим класс функций, сохраняющих константу 1: 

    1 1 2,..., | 1,...,1 1nT f x x P f   . 

Классу 1T  принадлежат, например, функции 1, x , x y , x y , 

x y , x y . Классу 1T  не принадлежат функции 0, x , x y , 

|x y , x y . 
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11.3. Класс самодвойственных функций 

 

Определение 11.3.1. Булеву функцию  

   1 2 1 2, ,..., , ,...,n nf x x x f x x x   

называют двойственной к функции  1 2, ,..., nf x x x , 

а наборы  1 2, ,..., nx x x  и  1 2, ,..., nx x x  называют противополож-

ными. 

Применяя определение, для функции    , , 1001 0101f x y z   

построим таблицу двойственной функции  , ,f x y z
: 

 

x y z  , ,f x y z   , ,f x y z  

0 0 0 1      0,0,0 0,0,0 1,1,1 1 0f f f      

0 0 1 0      0,0,1 0,0,1 1,1,0 0 1f f f      

0 1 0 0      0,1,0 0,1,0 1,0,1 1 0f f f      

0 1 1 1      0,1,1 0,1,1 1,0,0 0 1f f f      

1 0 0 0      1,0,0 1,0,0 0,1,1 1 0f f f      

1 0 1 1      1,0,1 1,0,1 0,1,0 0 1f f f      

1 1 0 0      1,1,0 1,1,0 0,0,1 0 1f f f      

1 1 1 1      1,1,1 1,1,1 0,0,0 1 0f f f      

 

Итак, для функции    , , 1001 0101f x y z   двойственной бу-

дет функция    , , 0101 0110f x y z  . 

Теорема 11.3.1 (принцип двойственности).  

Пусть    1 2 1 2, ,..., , ,...,n nФ x x x f f f f , тогда  

   1 2 1 2, ,..., , ,...,n nФ x x x f f f f     . 

Доказательство. 

        1 2 1 1 2 1 1, ,..., ,..., , ,..., ,..., ,...,n n n n nФ x x x f f x x f x x f x x    
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      1 1 2 1 1,..., , ,..., ,..., ,...,n n n nf f x x f x x f x x   

        1 1 2 1 1 1 2,..., , ,..., ,..., ,..., , ,..., .n n n n nf f x x f x x f x x f f f f       

Теорема доказана. □ 

Класс самодвойственных функций определяется следующим 

образом: 

      1 2 1 1,..., | ,..., ,...,n n nS f x x P f x x f x x   . 

 

Пример 11.3.1. Доопределить функцию  

   , , 1 10 1h x y z      

так, чтобы h S . Выяснить вопрос о принадлежности построен-

ной функции к классам 0T  и 1T . 

Решение. Доопределим функцию h , используя определение 

самодвойственной функции. 

Рассмотрим пары противоположных наборов: 

 000  и  111 ;  001  и  110 ;  010  и  101 ;  100  и  011 . 

Используя известные значения функции h , получим: 

   000 1  111 0h h   ;    010 1  101 0h h   ; 

   011 0  100 1h h   ;    110 1  001 0h h   . 

В результате имеем: 

 

x 0 0 0 0 1 1 1 1 

y 0 0 1 1 0 0 1 1 

z 0 1 0 1 0 1 0 1 

 , ,h x y z  1 - 1 0 - - 1 - 

 , ,h x y z  1 0 1 0 1 0 1 0 

 

Проверим функцию на принадлежность классам 0T  и 1T :  

  0000 1  h h T   ;   1111 0  h h T   . 
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11.4. Класс монотонных функций 

 

Определение 11.4.1. Говорят, что набор 
n  предшествует 

набору n , если i i   1,2,...,i n  . Обозначают: n n  . 

Рассмотрим наборы  3 001  ,  3 010  ,  3 011  . Для 

наборов 
3  и 3  неравенства, полученные при сравнении коор-

динат, имеют вид 0 0 , 0 1  и 1 0 . Поэтому набор 
3  не пред-

шествует набору 3 . Для наборов 
3  и 3  неравенства имеют 

вид 0 0 , 0 1 , 1 1 , поэтому 3 3  . 

Определение 11.4.2. Наборы 
n  и n  называются сравни-

мыми, если n n   или n n  , иначе наборы называются не-

сравнимыми. 

Определение 11.4.3. Набор 
n  непосредственно предше-

ствует набору n , если n n   и они соседние. Обозначают: 
n n  . 

Определение 11.4.4. Булева функция  1 2, ,..., nf x x x  называ-

ется монотонной, если для любых сравнимых наборов   и   

выполняется импликация        f f     . 

Определим класс монотонных функций: 

      1 2,..., | ,  :       nM f x x P f f          . 

Пример 11.4.1. Доопределить функцию  

   , , 101 0f x y z      

так, чтобы f M . Выяснить вопрос о принадлежности построен-

ной функции к классам 0T  и 1T . 

Решение. Доопределим функцию f , используя определение 

монотонной функции.  

Выпишем все наборы, между которыми можно установить 

отношение непосредственного предшествования. Если функция 

определена на наборе, то снизу под набором запишем её значе-

ние. Имеем: 
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1 1

1

000 001 011 111 ;

1
000 001 101 111 ;







 

       

       
0 1

0 0

000 010 011 111 ;

2
000 010 110 111 ;







 

 

       

       
0

000 100 101 111 ;

3
000 100 110 111 .







 

 

Используя полученные цепочки и определение монотонной 

функции имеем: 

- так как  110 0f  , то на всех наборах, предшествующих 

набору  110 , функция f  тоже должна равняться нулю, т.е. 

   100 000 0f f  ; 

- так как  001 1f  , то на всех наборах, которым предше-

ствует набор  001 , функция f  тоже должна равняться единице, 

т.е.    101 111 1f f  . 

В результате получим: 

 

x 0 0 0 0 1 1 1 1 

y 0 0 1 1 0 0 1 1 

z 0 1 0 1 0 1 0 1 

 , ,f x y z  - 1 0 1 - - 0 - 

 , ,f x y z  0 1 0 1 0 1 1 1 

 

Проверим функцию на принадлежность классам 0T  и 1T :  

  0000 0    f f T   ;   1111 1    f f T   . 
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11.5. Класс линейных функций 

 

Определение 11.5.1. Булева функция  1 2, ,..., nf x x x  называ-

ется линейной, если  1 2 0 1 1, ,..., ...n n nf x x x a a x a x    , где 

 0,1ia  . 

Класс линейных функций определяется следующим образом: 

    1 2 1 2 0 1 1,..., | , ,..., ...n n n nL f x x P f x x x a a x a x      . 

Пример 11.5.1. Доопределить функцию  

   , , 1 010g x y z     

так, чтобы g L . Выяснить вопрос о принадлежности построен-

ной функции к классам 0T  и 1T . 

Решение. Доопределим функцию g , учитывая, что она ли-

нейная. Запишем общий вид линейной функции от переменных 

,x  y , z :  

  0 1 2 3, ,g x y z a a x a y a z    . 

Подставляя наборы значений аргументов, на которых опре-

делена функция, получим систему соотношений: 

  0 1 2 3011 1 0 1 1g a a a a        ; 

  0 1 2 3101 0 1 0 1g a a a a        ; 

  0 1 2 3110 1 1 1 0g a a a a        ; 

  0 1 2 3111 0 1 1 1g a a a a        ; 

или 

0 2 3 0

0 1 3 1

0 1 2 2

30 1 2 3

1; 0;

0; 1;

1; 0;

1.0;

a a a a

a a a a

a a a a

aa a a a

    
 

    
 

    
      

 

 

Итак,  , , 0 1 0 1g x y z x y z x z         . Исходя из этой 

формулы, найдём значения функции g  на тех наборах, на кото-

рых она не была определена:  
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 001 0 1 1g    ;  010 0 0 0g    ;  100 1 0 1g    . 

В итоге имеем: 

 

x 0 0 0 0 1 1 1 1 

y 0 0 1 1 0 0 1 1 

z 0 1 0 1 0 1 0 1 

 , ,g x y z  - - - 1 - 0 1 0 

 , ,g x y z  0 1 0 1 1 0 1 0 

 

Проверим функцию на принадлежность классам 0T  и 1T :  

  0000 0    g g T   ;   1111 0    g g T   . 

 

11.6. Замкнутость классов T0, T1, S, M и L 

 

Теорема 11.6.1. Классы 0 1,  ,  ,  ,  T T S M L  замкнуты. 

Доказательство. Чтобы доказать, что некоторый класс K  

замкнут, достаточно показать, что если функция реализована в 

виде формулы над K , то она принадлежит K . 

Пусть K  один из классов 0 1,  ,  ,  ,   T T S M L , 1, ,..., nf f f K  и  

        1 1 1 2 1 1,..., ,..., , ,..., ,..., ,...,n n n n nФ x x f f x x f x x f x x . 

При 0K T ,  

        10,...,0 0,...,0 ,..., 0,...,0 0,...,0 0nФ f f f f   , 

следовательно, 0Ф T  и 0T замкнут. 

При 1K T ,  

        11,...,1 1,...,1 ,..., 1,...,1 1,...,1 1nФ f f f f   , 

следовательно, 1Ф T  и 1T замкнут. 

При K S ,  

      1 1 1 1,..., ,..., ,..., ,...,n n n nФ x x f f x x f x x      

    1 1 1,..., ,..., ,...,n n nf f x x f x x   

      1 1 1 1,..., ,..., ,..., ,...,n n n nf f x x f x x Ф x x  , 
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следовательно, Ф S  и S замкнут. 

При K M , если   , то 

   

   

1 1 ,

...      ...      ...  

,n n

f f

f f

 

 

 






 

и          1 1  ,..., ,..., .n nf f f f     Следовательно, 

             1 1,..., ,...,n nФ f f f f f f Ф        , 

поэтому Ф M  и M замкнут. 

При K L , имеем 

0 1 1 ... ,n nf a a x a x     

1 1 1
1 0 1 1 ... ,n nf a a x a x     

...       ...      ...      ...      ... 

0 1 1 ... .n n n
n n nf a a x a x     

Подставляем выражения для функций 1, ,..., nf f f  в формулу: 

      1 1 1 1,..., ,..., ,..., ,...,n n n nФ x x f f x x f x x   

   0 1 1 1 1,..., ... ,...,n n n na a f x x a f x x      

   1 1 1
0 1 0 1 1 0 1 1... ... ...n n n

n n n n na a a a x a x a a a x a x          

0 1 1 ... n nc c x c x    . 

Следовательно, Ф L  и Lзамкнут.  

Теорема доказана. □ 

 

12. Лемма о несамодвойственной функции 
 

Лемма 12.1 (о несамодвойственной функции). Из любой 

несамодвойственной булевой функции  1,..., nf x x , подставляя 

вместо всех переменных функции x  и x , можно получить 

 x const  . 

Доказательство. Пусть f S , тогда  

   1 2 1, ,..., ,...,n nf x x x f x x . 
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Следовательно, существует набор  1,..., n   , на котором  

       1 1 1 1  ,..., ,..., ,..., ,..., . n n n nf f f f           

Построим функцию    1,..., nx f x x     , тогда  

     1 10 0 ,...,0 ,...,n nf f        , 

     1 11 1 ,...,1 ,...,n nf f        . 

Так как    1 1,..., ,...,n nf f    , то    0 1   и  x const  . 

Заметим, что замена переменных 1,..., nx x  функции f  выражени-

ями ix  , 1,...,i n  удовлетворяет условию теоремы, так как  

,   0,

,   1.

i
i

i

x
x

x







  


 

Лемма доказана. □ 

Пример 12.1. Из несамодвойственной функции 

   , , 1001 1100g x y z   получить константы 0 и 1. Построить ло-

гическую схему, реализующую константы 0 и 1 на логическом 

элементе  , ,g x y z . 

Решение. Строим константу 0. Для этого найдём пару проти-

воположных наборов, на которых функция g  равна нулю. Это 

наборы  001  и  110 . Выберем набор  110 , и рассмотрим функ-

цию  o x :  

     1 1 0, , , ,o x g x x x g x x x  . 

Найдём значения функции  o x  на её наборах:  

   0 0,0,1 0o g  ;    1 1,1,0 0o g  . 

Поэтому,   0o x  . 

Константа 0 построена,  0 , ,g x x x . Её реализация на логи-

ческом элементе  , ,g x y z  показана на рис. 12.1 а). 

Строим константу 1. Для этого найдём пару противополож-

ных наборов, на которых функция g  равна единице. Это наборы 

 011  и  100 . Выберем набор  011 , и рассмотрим функцию 

 е x : 
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     0 1 1, , , ,е x g x x x g x x x  . 

Найдём значения функции  е x  на её наборах: 

   0 1,0,0 1е g  ;    1 0,1,1 1е g  . 

Следовательно,   1е x  . 

Константа 1 построена,  1 , ,g x x x . Её реализация на логи-

ческом элементе  , ,g x y z  показана на рис.12.1 б). 

 
 

13. Лемма о немонотонной функции 

 
Лемма 13.1 (о немонотонной функции). Из любой немоно-

тонной булевой функции  1,..., nf x x , подставляя вместо всех пе-

ременных функции x, 0, 1, можно получить функцию  x x  . 

Доказательство. Пусть f M , тогда существуют такие 

наборы  1 2, ,..., n     и  1 2, ,..., n    , что    и 

   f f  . Выделим те разряды 1,..., ki i   наборов  и  , на ко-

торых они различаются. Очевидно, в наборе   эти разряды рав-

ны 0, а в наборе   - 1. Рассмотрим последовательность наборов 

0 1, ,..., k    такую, что 0 1 ... k      . Набор 1i   по-

Рис. 12.1. Реализация констант 0 и 1 

на логическом элементе . 

«0» 

«1» 

  

g 

g 

а) 

б) 
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лучается из набора i  заменой одного из нулей, расположенного 

в одной из позиций 1,..., ki i , на единицу. Образованные наборы 

1i   и i  являются соседними, и для них выполняется соотноше-

ние 1i i   , поэтому 1i i   . Поскольку   1f    и   0f   , 

среди наборов 0 1, ,..., k    найдутся два соседних i  и 1i  , та-

кие что   1if    и  1 0if    . Пусть они различаются в r-ом 

разряде  1 1 1,... ,0, ,...,i r r n       и 

 1 1 1 1,... ,1, ,...,i r r n       . Определим функцию  

   1 1 1,... , , ,...,r r nx f x      . 

Так как    0 1if    и    11 0if    , то  x x  . 

Лемма доказана. □ 

Пример 13.1. Из немонотонной функции 

   , , 1001 1100f x y z   получить функцию x . Построить логиче-

скую схему, реализующую функцию x  на логическом элементе 

 , ,f x y z . 

Решение. На соседних наборах  000  и  001  нарушается 

монотонность функции f , т.к.    1 000 001 0f f   . Рассмот-

рим функцию    0,0,x f x  . Найдём все значения этой функ-

ции:    0 0,0,0 1f   ;    1 0,0,1 0f   . Получаем, что 

 x x  . Отрицание построено  0,0,x f x . 

 

Рис. 13.1. Реализация функции  на 

логическом элементе . 

« » 

х 0 
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Реализация функции x  на логическом элементе  , ,f x y z  

показана на рис. 13.1. 

 

14. Лемма о нелинейной функции 
 

Лемма14.1 (о нелинейной функции). Из любой нелинейной 

булевой функции  1,..., nf x x , подставляя вместо всех перемен-

ных функции x , x , y , y , 0, 1, можно получить  ,x y x y    или 

 ,x y x y   . 

Доказательство. Пусть  1,..., nf x x L . Рассмотрим полином 

Жегалкина этой функции. Из нелинейности функции следует, что 

в полиноме присутствуют слагаемые вида 
1 2

...i ix x  . Не ограни-

чивая общности рассуждений, будем считать, что присутствует 

произведение 1 2 ...x x  . Таким образом, полином Жегалкина дан-

ной функции имеет вид 

     1 1 2 1 3 1 2 3,..., ,..., ,...,n n nf x x x x P x x x P x x       

   2 3 3 4 3,..., ,...,n nx P x x P x x   , 

где  1 3,..., 0nP x x  . Иначе говоря, существуют 

 3 4 2, ,..., 0,1na a a E   такие, что  1 3 4, ,..., 1nP a a a  . Рассмотрим 

вспомогательную функцию 

 1 2 3 4 1 2 1 2, , , ,..., 1nf x x a a a x x x b x c d        ,  

где  , , 0,1b c d . Определим функцию  1 2,h x x : 

   1 2 1 2 3 4, , , , ,..., nh x x f x c x b a a a     

       1 2 1 21x c x b x c b x b c d              

1 2 1 2 1 2x x x b x c bc x b bc x c bc d         

1 2

1 2

1 2

,  0;

,  1.

x x bc d
x x bc d

x x bc d

 
    

 
 

Лемма доказана. □ 

Пример 14.1. Из нелинейной функции 

   , , 0010 1000g x y z   получить функцию x y . Построить логи-
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ческую схему, реализующую функцию x y  на логическом эле-

менте  , ,g x y z . 

Решение. Составим таблицу функции  , ,g x y z : 

 

x 0 0 0 0 1 1 1 1 

y 0 0 1 1 0 0 1 1 

z 0 1 0 1 0 1 0 1 

 , ,g x y z  0 0 1 0 1 0 0 0 

 

Найдём полином Жегалкина. 

   
   

  
, ,  | , , 1

, ,
a b c g a b c

g x y z x a y b z c


      

   
 
 
0,1,0

1,0,0

x a y b z c      

       0 1 0 1 0 0x y z x y z          

       1 0 1 0 1 1x y z x y z          

        1 1 1 1z x y x y z xy y xy x              

  1z y x xz yz x y       . 

Итак,  , ,g x y z xz yz x y    . 

При помощи полинома Жегалкина надо построить вспомога-

тельную функцию вида xy bx cy d   , где  , , 0,1b c d . Придав 

переменной z  значение y , получим 

 , ,g x y y x y y y x y xy y x y xy x            . 

Исходя из общего вида вспомогательной функции, в данном слу-

чае имеем 1b  , 0c  , 0d  .  

Определим функцию  ,h x y : 

       , , , 0, 1, 1 , ,h x y g x c y b y b g x y y g x y y         . 

Найдём значение функции    , , ,h x y g x y y  на всех её 

наборах: 
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x 0 0 1 1 

y 0 1 0 1 

 ,h x y   0,1,1 0g    0,0,0 0g    1,1,1 0g    1,0,0 1g   

 

Как видим, таблица функции  ,h x y  совпадает с таблицей 

конъюнкции, следовательно,  ,h x y x y  . Так как 

   , , ,h x y g x y y  и  ,h x y x y  , то  , ,x y g x y y  . Конъюнк-

ция построена. 

 
Реализация конъюнкции x y  на логическом элементе 

 , ,g x y z  показана на рис. 14.1. 

 

15. Теорема Поста о полноте системы булевых 

функций 
 

Определение 15.1. Система булевых функций 

 1 2 2, ,...A f f P   называется полной, если   2A P . 

Утверждение 15.1. Пусть A — замкнутый класс и   2A P . 

Если В A , то B  - неполная система (подмножество неполной 

системы будет также неполной системой). 

Доказательство. Пусть В A , тогда     2В A A P    и 

  2В P . Следовательно, B - неполная система. Утверждение до-

казано.□ 

Рис. 14.1. Реализация конъ-

юнкции на ЛЭ . 

« » 

х  
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Теорема 15.2 (теорема Поста). Система булевых функций 

 1 2 2, ,...A f f P   является полной в 2P  тогда и только тогда, ко-

гда она не содержится целиком ни в одном из следующих клас-

сов: 0 1,  ,  ,  ,  T T S M L . 

Доказательство. Необходимость докажем от противного. 

Пусть A — полная система (т.е.   2A P ) и K  - любой из классов 

0 1,  ,  ,  ,  T T S M L . Предположим, что A K , тогда 

    2A K K P    и   2A P , т.е. A — неполная система. Полу-

чили противоречие. Следовательно, наше предположение, что 

система содержится в одном из классов 0 1,  ,  ,  ,  T T S M L , невер-

ное. Необходимость доказана. 

Достаточность. Пусть 0 1,  ,  ,  ,  A T A T A S A M A L     . 

Тогда в A существуют функции  

0 0 1 1,  ,  ,  ,  S M Lf T f T f S f M f L     . 

Достаточно показать, что    0 1 2, , , ,S M LA f f f f f P  . Разо-

бьём доказательство на три части: получение отрицания, кон-

стант и конъюнкции. 

a) Получение x .  

Рассмотрим функцию  0 1 0,..., nf x x T  и введём функцию 

   0 0 , ,...,x f x x x  . Так как функция 0f  не сохраняет нуль, то 

   0 00 0,0,...,0 1f   . Возможны два случая: либо  0 1 0   и 

 0 x x  , либо  0 1 1   и  0 1x  . Если получим искомое от-

рицание, то построение завершено. Иначе рассмотрим функцию 

 1 1 1,..., nf x x T  и аналогичным образом введём функцию

   1 1 , ,...,x f x x x  . Так как функция 1f  не сохраняет единицу, то

   1 11 1,1,...,1 0f   . Возможны также два случая: либо  1 0 1   

и  1 x x  , либо  1 0 0   и  1 0x  . Если получим отрицание, 

то построение завершено. Если же в обоих случаях получились 

константы, то применяем лемму о немонотонной функции. Со-

гласно данной лемме, если подставить в функцию Mf M  вме-
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сто всех переменных константы и тождественные функции, то 

можно получить отрицание. Таким образом, отрицание получено. 

b) Получение констант 0 и 1. Имеем функцию Sf S . Со-

гласно лемме о несамодвойственной функции, подставляя вместо 

всех переменных функции Sf  отрицание, которое получено в 

пункте a), и тождественную функцию, можно получить констан-

ты:    0,1 ,Sf x . Константы получены. 

c) Получение конъюнкции x y . Имеем функцию Lf L . Со-

гласно лемме о нелинейной функции, подставляя в функцию Lf

вместо всех переменных константы и отрицания (которые были 

получены на предыдущих шагах доказательства), можно полу-

чить либо конъюнкцию, либо отрицание конъюнкции. Однако на 

первом этапе отрицание уже получено, следовательно, всегда 

можно получить конъюнкцию:  , ,0,1,Lxy xy f x  
 

. Конъюнкция 

получена. 

В результате получили, что    0 1 2, , , , ,S M Lf f f f f xy x P   

Последнее равенство следует из пункта 2 теоремы 9.3. В силу 

леммы 9.2 достаточность доказана. 

Теорема доказана. □ 

Пример.15.1. Даны функции:    , , 1001 0100f x y z  ; 

   , , 1001 0110g x y z  . 

1. Можно ли из функции  , ,f x y z  с помощью суперпозиций 

получить  , ,g x y z ? 

2. Верно ли, что    , ,f x y z g ? 

Решение. 

Выпишем таблицу функций f  и g . 

 

x 0 0 0 0 1 1 1 1 

y 0 0 1 1 0 0 1 1 

z 0 1 0 1 0 1 0 1 

f  1 0 0 1 0 1 0 0 

g  1 0 0 1 0 1 1 0 
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1. Исследуем функцию  , ,f x y z . Проверим  , ,f x y z  на 

принадлежность классам Поста. 

  00,0,0 1    f f T   , 

  11,1,1 0    f f T   . 

Так как наборы  0,0,1  и  1,1,0  противоположные и 

   0,0,1 1,1,0 0f f  , то f S .  

Для наборов    0,0,0 0,0,1  имеем    0,0,0 0,0,1f f , зна-

чит f M . 

Найдём полином Жегалкина для  , ,f x y z : 

   
   

  
, ,  | , , 1

, ,
a b c f a b c

f x y z x a y b z c


      

 
 
 
 

  
000

011

101

1 1 1a b c      

       0 0 0 0 1 1x y z x y z        

         1 0 1 1 1 1 1x y z x y z x yz            

      1 1 1 1x y z x y z yz xyz xz             

  1 1x yz y z yz xyz xz          

  1 1 1x y z xyz xz xy xz x y z xyz xz                

1xyz xy x y z      . 

Так как в полиноме Жегалкина  

 , , 1f x y z xyz xy x y z       

присутствуют конъюнкции, то f L . 

Результаты анализа функции  , ,f x y z  запишем в критери-

альную таблицу: 

 

 0T  1T  S  M  L  

 , ,f x y z  - - - - - 
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Строки таблицы соответствуют функциям исследуемого 

множества булевых функций, а столбцы - классам Поста. Знак 

«+» (плюс) в клетке таблицы означает, что функция принадлежит 

классу Поста, знак «–» (минус) - не принадлежит.  

Функция  , ,f x y z  не принадлежит ни одному из классов 

Поста, значит, система функций  f  является функционально 

полным классом. Поэтому с помощью суперпозиций из функции 

 , ,f x y z  можно получить любую булеву функцию, в частности 

 , ,g x y z . 

2. Проверяем функцию  , ,g x y z  на принадлежность классам 

Поста.  

  00,0,0 1    g g T   ,   11,1,1 0    gg T   . 

Так как на противоположных наборах 

   1 0,0,0 1,1,1 0g g   ,    0 0,0,1 1,1,0 1g g   ,  

   0 0,1,0 1,0,1 1g g   ,    1 0,1,1 1,0,0 0g g   , 

то g S .  

Для наборов    0,0,0 0,0,1  имеем    0,0,0 0,0,1g g , зна-

чит g M . 

Найдём полином Жегалкина для функции  , ,g x y z : 

   
   

  
, ,  | , , 1

, ,
a b c g a b c

g x y z x a y b z c


      

 
 
 
 
 

  
000

011

101

110

1 1 1a b c      

         1 1 1 1 1 1x y z x yz x y z xy z            

    1 1 1x y z yz xyz xz xyz xy             

  1 1x yz y z yz xz xy          

  1 1 1x y z xz xy xy xz x y z xz xy                

1x y z     
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Так как в полиноме Жегалкина  , , 1g x y z x y z     нет 

конъюнкций, то g L . 

Критериальная таблица для функции g  имеет вид: 

 

 0T  1T  S  M  L  

 , ,g x y z  - - + - + 

 

Система  g  не является функционально полной, так как 

g S , поэтому  f g . 

 

16. Функциональная полнота в слабом смысле 
 

Лемма о нелинейной функции и лемма о немонотонной 

функции позволяют получить все булевы функции с помощью 

немонотонных функций, нелинейных функций и констант. Это 

ещё не функциональная полнота в обычном смысле, так как кон-

станты предполагаются данными с самого начала. Однако такое 

предположение часто бывает оправданным в различных прило-

жениях и прежде всего в синтезе логических схем, так как при 

схемной реализации константы 0 и 1 специальных элементов не 

требуют. Поэтому имеет смысл ввести ослабленное понятие 

функциональной полноты. 

Определение 16.1. Система функций  1 2 2, ,...A f f P   

называется функционально полной в слабом смысле, если любая 

булева функция может быть представлена формулой над систе-

мой  0,1А , т.е. является суперпозицией констант и функций 

из A. 

Теорема 16.1. Для того чтобы система функций A была 

функционально полной в слабом смысле, необходимо и доста-

точно, чтобы она содержала хотя бы одну немонотонную и хотя 

бы одну нелинейную функции. 

Доказательство. Необходимость. Докажем от противного. 

Пусть A функционально полная система. Предположим, что A 

не содержит немонотонную или нелинейную функции. Так как 
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классы монотонных и линейных функций замкнуты и содержат 

константы 0 и 1, то немонотонную или нелинейную функции 

нельзя получить суперпозицией функций из A и констант, т.е. A 

не функционально полная система. Получили противоречие. 

Следовательно, наше предположение неверное, и необходимость 

доказана. 

Достаточность. Пусть A содержит немонотонную и нели-

нейную функции. Тогда по лемме о немонотонной функции, под-

ставляя в функцию Mf M  вместо всех переменных константы и 

тождественные функции, можно получить отрицание x . По лем-

ме о нелинейной функции, подставляя в функцию Lf L  вместо 

всех переменных константы и отрицания, можно получить либо 

конъюнкцию, либо отрицание конъюнкции. Однако на первом 

этапе отрицание уже получено, следовательно, всегда можно по-

лучить конъюнкцию. 

Система    , 0,1x xy   - функционально полная. Так как 

 ,x xy A  и      , 0,1 0,1x xy A   , то  0,1A  - функцио-

нально полная система, следовательно, A - функционально пол-

ная система в слабом смысле.  

Теорема доказана. □ 

Пример 16.1.  

1. Для функций    , , 0010 1000f x y z   и 

   , , 1001 0010g x y z   выяснить вопрос об их принадлежности 

классам 0 1, , , ,T T L S M . 

2. В случае, если некоторая функция представляет из себя 

функционально полный класс, то: 

- выразить из неё с помощью суперпозиций функции 0, 1, x , 

xy ; 

- реализовать функции 0, 1, x , xy  на логических элементах 

функции, представляющей функционально полный класс. 

3. В случае, если некоторая функция представляет из себя 

функционально полный в слабом смысле класс, то: 

- выразить из неё с помощью суперпозиций и фиксирования 

переменных функции x , xy ; 
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- реализовать функции x , xy  на логических элементах функ-

ции, представляющей функционально полный в слабом смысле 

класс. 

Решение. 

1. Для функций f  и g  составим таблицы истинности: 

 

x 0 0 0 0 1 1 1 1 

y 0 0 1 1 0 0 1 1 

z 0 1 0 1 0 1 0 1 

f  0 0 1 0 1 0 0 0 

g 1 0 0 1 0 0 1 0 

 

Исследуем функцию  , ,f x y z . Проверим  , ,f x y z  на при-

надлежность классам Поста. 

  00,0,0 0    f f T   ,   11,1,1 0    f f T   . 

Так как наборы  0,0,0  и  1,1,1  противоположны, и 

   0,0,0 1,1,1 0f f  , то f S .  

Для наборов    0,1,0 0,1,1  имеем    0,1,0 0,1,1f f , зна-

чит f M . 

Найдём полином Жегалкина для  , ,f x y z : 

   
   

  
, ,  |  , , 1

, ,
a b c f a b c

f x y z x a y b z c


      

 
 
 

  
010

100

1 1 1a b c      

       0 1 0 1 0 0x y z x y z          

      1 1 1 1x y z x y z        

xyz xy yz y xyz xy xz x          

xz yz x y     

Следовательно fP xz yz x y    .  

Так как полином Жегалкина функции f  содержит конъюнк-

цию, то f L . 
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Для функции f  составим критериальную таблицу: 

 

 0T  1T  S  M  L  

 , ,f x y z  + - - - - 

 

Функция f  принадлежит классу 0T , поэтому система  f  не 

является функционально полным классом. Так как f M  и 

,f L  то  f - функционально полный в слабом смысле класс. 

Исследуем  , ,g x y z  на принадлежность классам Поста. 

  00,0,0 1    gg T   ,   11,1,1 0    gg T   . 

Наборы  1,0,1  и  0,1,0  противоположны, и 

   1,0,1 1,0,1 0g g  , следовательно, g S .  

Для наборов    0,0,0 0,0,1  имеем    0,0,0 0,0,1g g , по-

этому g M . 

Найдём полином Жегалкина функции  , ,g x y z . 

 

   
   

  
, ,  | , , 1

, ,
a b c g a b c

g x y z x a y b z c


      

 
 
 
 

  
000

011

110

1 1 1a b c      

       1 1 1 1 1x y z x yz xy z          

1xyz xy xz yz x y z xyz yz xyz xy              

1 x y z xz xyz      . 

 

Следовательно, 1gP x y z xz xyz      . 

Так как полином Жегалкина функции g  содержит конъюнк-

цию, то g L . 

Результаты анализа функции  , ,g x y z  запишем в критери-

альную таблицу: 
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 0T  1T  S  M  L  

 , ,g x y z  - - - - - 

 

Итак, функция  , ,g x y z  не принадлежит ни одному из пяти 

классов Поста, значит, система функций  g  является функцио-

нально полным классом. 

2. Так как система функций  g  является функционально 

полным классом, то выразим из неё с помощью суперпозиций 

функции x , 0, 1, xy ; 

Построим отрицание x .  

Рассмотрим функцию    , ,s x g x x x . Найдём все значения 

функции  s x : 

   

   
 

0 0,0,0 1

1 1,1,1 0

s g
s x x

s g

 
 

 
. 

Получили, что    , ,s x g x x x  и  s x x , поэтому  

 , ,x g x x x . 

Отрицание построено. 

Реализация отрицания x  на логическом элементе функции 

 , ,g x y z  показана на рис. 16.1. 

Строим константу 0. Так как g S , то найдём пару противо-

положных наборов  0,1,0  и  1,0,1 , на которых функция g  равна 

0. Выберем набор с наибольшим количеством единиц. В нашем 

случае  1,0,1 , и введём функцию  o x : 

        1 0 1, , , , , , , ,o x g x x x g x x x g x g x x x x   . 

Найдём значения функции     , , , ,o x g x g x x x x  на всех её 

наборах: 

      0 0, 0,0,0 ,0 0,1,0 0o g g g   ; 

      1 1, 1,1,1 ,1 1,0,1 0o g g g   . 

Получаем, что   0o x  . 
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Так как   0o x   и     , , , ,o x g x g x x x x , то  

  0 , , , ,g x g x x x x . 

Константа 0 построена. 

Реализация константы 0 на логических элементах функции 

 , ,g x y z  показана на рис. 16.1. 

 
Для получения константы 1 возьмём отрицание от функции 

 o x  и обозначим полученную функцию  e x . 

      , , , ,e x o x g x g x x x x    

        , , , , , , , , , , , , , ,g g x g x x x x g x g x x x x g x g x x x x     

Итак, константа 1 получена: 

        1 , , , , , , , , , , , , , ,g g x g x x x x g x g x x x x g x g x x x x    . 

Реализация константы 1 на логических элементах функции 

 , ,g x y z  показана на рис. 16.1. 

Для построения конъюнкции из полинома Жегалкина строим 

вспомогательную функцию вида xy bx cy d   , где 

 , , 0,1b c d . Например, можно сделать так: 

 , ,1 1 1 1 1 1g x y x y x xy xy y           . 

В результате получили выражение, у которого 0b  , 1c  , 1d  . 

Рис. 16.1. Реализация функций , 0, 1 на логических эле-

ментах функции . 

« » g 

х 

«0» 

g 

g 

«1» 
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Введём функцию  ,k x y : 

       , , ,1 1, 0,1 , ,1k x y g x c y b bc d g x y g x y           

           , , , , , , , , , , , , , , , , , , .g g x x x y g g x g x x x x g x g x x x x g x g x x x x   

Найдём значения функции  ,k x y  на всех её наборах: 

 

 0,0k   

           0,0,0 ,0, 0, 0,0,0 ,0 , 0, 0,0,0 ,0 , 0, 0,0,0 ,0g g g g g g g g g   

         1,0, 0,1,0 , 0,1,0 , 0,1,0 1,0, 0,0,0g g g g g g g      

 1,0,1 0g  ; 

 

 0,1k  

           0,0,0 ,1, 0, 0,0,0 ,0 , 0, 0,0,0 ,0 , 0, 0,0,0 ,0g g g g g g g g g   

         1,1, 0,1,0 , 0,1,0 , 0,1,0 1,1, 0,0,0g g g g g g g      

 1,1,1 0g  ; 

 

 1,0k  

           1,1,1 ,0, 1, 1,1,1 ,1 , 1, 1,1,1 ,1 , 1, 1,1,1 ,1g g g g g g g g g     

         0,0, 1,0,1 , 1,0,1 , 1,0,1 0,0, 0,0,0g g g g g g g      

 0,0,1 0g  ; 

 

 1,1k   

           1,1,1 ,1, 1, 1,1,1 ,1 , 1, 1,1,1 ,1 , 1, 1,1,1 ,1g g g g g g g g g     

         0,1, 1,0,1 , 1,0,1 , 1,0,1 0,1, 0,0,0g g g g g g g      

 0,1,1 1g  . 

 

Составим таблицу функции  ,k x y : 
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x 0 0 1 1 

y 0 1 0 1 

 ,k x y  0 0 0 1 

 

Как видим, таблица функции  ,k x y  совпадает с таблицей конъ-

юнкции, следовательно,  ,k x y x y  .  

Так как  ,k x y x y   и  

 ,k x y   

           , , , , , , , , , , , , , , , , , , ,g g x x x y g g x g x x x x g x g x x x x g x g x x x x   

то  
x y   

           , , , , , , , , , , , , , , , , , , ,g g x x x y g g x g x x x x g x g x x x x g x g x x x x   

Конъюнкция построена. 

Реализация конъюнкции x y  на логическом элементе 

 , ,g x y z  показана на рис. 16.2. 

 

Рис. 16.2. Реализация конъюнкции  на логических  

элементах функции . 

« » g 
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3. С помощью фиксирования переменных выразим из функ-

ции f  функцию x . Найдём два соседних наборах  0,1,0  и 

 0,1,1 , на которых нарушается монотонность. Определим функ-

цию    0,1,x f x   и найдём её значения: 

   

   
 

0 0,1,0 1

1 0,1,1 0

f
x x

f






 
 

 
. 

Так как    0,1,x f x   и  x x  , то  0,1,x f x . Отрица-

ние построено. 

Реализация функции x  на логическом элементе  , ,f x y z  

показана на рис. 16.3. 

 
Из полинома Жегалкина строим вспомогательную функцию 

вида xy bx cy d   , где  , , 0,1b c d . Например, можно сделать 

так: 

 1, , 1 1 1f y x x xy y xy x y         . 

В этом случае 1b  , 1c  , 1d  . 

Введём функцию  ,h x y : 

   , 1, ,h x y f y b x c bc d       

      1, , 1, 0,1, , 0,1,f y x f f y f x  . 

Получили, что       , 1, 0,1, , 0,1,h x y f f y f x . Найдём её значе-

ния на всех наборах: 

        0,0 1, 1,0,1 , 1,0,1 1,1,1 0h f f f f   ; 

Рис. 16.3. Реализация  на ЛЭ . 

« » 

0 1 

 

х 
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        0,1 1, 0,1,1 , 0,1,0 1,0,1 0h f f f f   ; 

        1,0 1, 0,1,0 , 0,1,1 1,1,0 0h f f f f   ; 

        1,1 1, 0,1,1 , 0,1,1 1,0,0 1h f f f f   . 

Составим таблицу функции  ,h x y : 

 

x 0 0 1 1 

y 0 1 0 1 

 ,h x y  0 0 0 1 

 

Таблица функции  ,h x y  совпадает с таблицей конъюнкции, 

следовательно,  ,h x y x y  .  

Так как  ,h x y x y   и       , 1, 0,1, , 0,1,h x y f f y f x , то 

    1, 0,1, , 0,1, .x y f f y f x   Конъюнкция построена. 

Реализация конъюнкции x y  на логическом элементе 

 , ,f x y z  показана на рис. 16.4. 

 

Рис. 16.4. Реализация конъюнкции  на логическом 

элементе . 

« » 
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17. Теорема о максимальном числе булевых  

функций в базисе 
 

Определение 17.1. Система булевых функций 2A P называ-

ется базисом (в 2P ), если  

1)   2A P ; 2)   2 \f A A f P     . 

Теорема 17.1. Максимальное число булевых функций в бази-

се равно четырём.  

Доказательство.  
1) Докажем, что из любой полной системы можно выделить 

полную подсистему, содержащую не более четырёх функций. 

Действительно, если A - полная система (  2A P ), то согласно 

теореме Поста в ней существуют пять функций

0 0 1 1,  ,  ,  ,  S M Lf T f T f S f M f L     . По теореме Поста система 

функций  0 1, , , ,S M Lf f f f f  полна. Рассмотрим функцию

 0 1 0,..., nf x x T , тогда  0 0,0,...,0 1f  . Возможны два случая: 

a)  0 1,1,...,1 1f   ⇒ 0f S  ⇒  0 1 2, , ,M Lf f f f P  и система 

 0 1, , ,M Lf f f f   полна; 

b)  0 1,1,...,1 0f  ⇒ 0 0 1,   f M f T   ⇒  0 2, ,S Lf f f P и система 

 0, ,S Lf f f  полна. 

2) Покажем, что существует базис из четырёх функций. Дей-

ствительно, рассмотрим систему функций  0,  1,  ,  xy x y z  . 

Эта система функций полная, так как 10 T , 0 S , 01 T , xy L , 

x y z M   . Однако, любая её подсистема не полна: 

 0,  1,  xy M ; 

 0,  1,  x y z L   ; 

  00,  ,  xy x y z T   ; 

  11,  ,  xy x y z T   . 

Теорема доказана. □ 

С технической точки зрения выбор базиса эквивалентен вы-

бору типов логических элементов, на которых может быть по-
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строена логическая схема, реализующая произвольную булеву 

функцию.  

Наиболее широкое распространение получили следующие 

четыре базиса: 

•  1 , ,B      – (И, ИЛИ, НЕ) - булев базис; 

•  2 , ,1B     – (И, М2, 1) - базис Жегалкина; 

•  3B   , 4 |B   – (ИЛИ-НЕ), (И-НЕ) - универсальные ба-

зисы. 

Это перечисление показывает, что базисы могут быть избы-

точными (базис 1B ) и минимальными (базисы 3B  и 4B ). 

Базис минимальный, если удаление хотя бы одной функции 

превращает систему булевых функций в неполную систему. 

 

17.1. Примеры построение логических схем булевых 

функций в различных базисах 

 

 

Рис. 17.1.1. Логическая схема, реализующая ДНФ функции 

1 

1 

1 
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x 
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Булев базис  1 , ,B      позволяет реализовать любую бу-

леву функцию, аналитическое выражение которой записано в ви-

де ДНФ или КНФ. 

В качестве примера построим логические схемы для булевой 

функции, ДНФ и КНФ которой имеют вид: f xy xy z    и 

   f x y z x y z      . 

Логическая схема для ДНФ функции f  показана на рис. 

17.1.1, для КНФ - на рис.17.1.2. 

Для схемы на рис.17.1.1 цена по Квайну SQ=10, задержка 

T=3. 

 
Для схемы на рис.17.1.2 цена по Квайну SQ=11, задержка 

схемы T=3. 

Рис. 17.1.2. Логическая схема, реализующая КНФ функции . 
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Сравнивая две полученные логические схемы, можно заме-

тить, что в этом случае затраты на построение того или иного ва-

рианта схем практически одинаковы. 

Булев базис является избыточной системой, так как возмож-

но удаление из него некоторых функций. Например, используя 

законы де Моргана, можно удалить либо конъюнкцию, заменив 

её дизъюнкцией и отрицанием, либо дизъюнкцию, заменив её 

конъюнкцией и отрицанием. 

В таблице 17.1.1 показан переход от базиса  1 , ,B      к 

универсальным базисам  3B    и 4 |B  , приведены логиче-

ские схемы реализации функций булева базиса на логических 

элементах «ИЛИ-НЕ» и «И-НЕ». 

Таблица 17.1.1 

Формулы преобразования 

функций базиса 1B  к универ-

сальному базису 4B  

Логические схемы реализации 

функций базиса 1B  на элемен-

тах И-НЕ 

|x x x x x    

 

   

|

| | |

x y x y x y

x x y y

    


 

 

 

   

|

| | |

x y x y x y

x y x y

    


 

 
Формулы преобразования 

функций базиса 1B  к универ-

сальному базису 3B  

Логические схемы реализации 

функций базиса 1B  на элемен-

тах ИЛИ-НЕ 

x x x x x     
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x y x y x y

x y x y

     

   
 

 

   

x y x y x y

x x y y

     

   
 

 
 

При преобразовании формул ДНФ и КНФ булевой функции к 

соответствующему универсальному базису используются два 

технических приёма: двойное инвертирование исходного выра-

жения или его части и применение правил Де-Моргана. Проил-

люстрируем сказанное примерами.  

 
Согласно сформулированным выше приёмам, ДНФ рассмот-

ренной ранее функции f  в базисе 4 |B   примет вид:  

Рис. 17.1.3. Логическая схема, реализующая функцию   

в базисе . 
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| |f xy xy z xy xy z xy xy z xy xy z            

          | | | | | | | | | |x y x y z x y x x y y z   

Для компактности записи используется прежнее представле-

ние инверсии, при этом имеется в виду, что |x x x x x   . Ком-

пактная формула функции f  в базисе 4 |B   примет вид 

   | | | |f x y x y z . Логическая схема, реализующая функцию f  

в базисе 4B , показана на рис. 17.1.3. Цена этой ЛС по Квайну 

SQ=11, задержка T=3. 

 
Согласно сформулированным выше приёмам, КНФ функции 

f  в базисе  3B    примет вид:  

       f x y z x y z x y z x y z              

Рис. 17.1.4. Логическая схема, реализующая функцию   

в базисе . 
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       x y z x y z x y z x y z              

   x y z x y z        

         x y y z z x x y z z           

Аналогично для компактности записи используется прежнее 

представление инверсии, где x x x x x    . Компактная фор-

мула функции f  в базисе  3B    имеет вид 

   f x y z x y z      . Логическая схема, реализующая 

функцию f  в базисе 3B , показана на рис. 17.1.4. Цена этой ЛС по 

Квайну SQ=14, задержка T=3. 

 

18. Минимизация булевых функций 
 

18.1 Общие принципы минимизации 

 

СДНФ (СКНФ) является исходной формой представления 

булевой функции при построении логических схем. Однако схе-

мы, построенные непосредственно по СДНФ (СКНФ), громоздки 

и содержат излишне много элементов. После преобразования 

СДНФ (СКНФ) к минимальному виду заданная функция реализу-

ется более простой схемой (с меньшим числом логических эле-

ментов). Например, для реализации в булевом базисе функции 

 1 2 3, ,f x x x , заданной СДНФ  

 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3, ,f x x x x x x x x x x x x x x x x x x     , 

понадобится девять логических элементов: 5 вентилей «3И», 

один вентиль «5ИЛИ» и три инвертора. Если упростить данную 

формулу путём добавления конъюнкции 1 2 3x x x  и вынесения за 

скобки общих элементов, 

 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3, ,f x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x        

     1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3x x x x x x x x x x x x x x x x x x        

     1 3 2 2 1 3 2 2 1 2 3 3x x x x x x x x x x x x        

 1 3 1 3 1 2 3 1 1 1 2 3 1 2x x x x x x x x x x x x x x        , 
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то получим новое представление булевой функции  

 1 2 3 3 1 2, ,f x x x x x x  . 

Очевидно, что оно проще для реализации в булевом базисе, так 

как потребует только два элемента: один вентиль «2И» и один 

вентиль «2ИЛИ». 

Таким образом, возникает задача наиболее простого пред-

ставления булевых функций, известная как задача минимизации 

булевых функций. Сводится она к выбору рационального базиса и 

наиболее экономного представления функции в этом базисе. 

В дальнейшем задачу минимизации будем рассматривать как 

задачу нахождения минимальной дизъюнктивной нормальной 

формы булевой функции. 

 

18.2. Представление элементарных конъюнкций в форма-

лизованном виде. Операция склеивания 

 

На множестве булевых переменных 1 2, ,..., nx x x  элементарной 

конъюнкции 1 2

1 2
... m

mi i i
К x x x

 
     поставим в соответствие n -

мерный троичный вектор степеней  1 2, ,..., n     по следу-

ющему правилу: 

,  если переменная   не входит в  ,

1,  если      входит в  ,

0,  если      входит в  .

j

j j

j

x K

x K

x K






 



 

Например, элементарной конъюнкции 2 3 5K x x x  на множе-

стве переменных 1x , 2x , 3x , 4x , 5x  соответствует 5-ти мерный 

троичный вектор степеней  01 0    . 

Соответствие между множеством элементарных конъюнк-

ций, зависящих от переменных 1 2, ,..., nx x x , и множеством п-

мерных троичных векторов степеней взаимнооднозначно, так как 

троичному вектору степеней, состоящему из одних «прочерков» 

 , ,...,     , соответствует «пустая» конъюнкция. 
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Если вместо элементарной конъюнкции записать её троич-

ный вектор степеней, то говорят, что элементарная конъюнкция 

представлена в формализованном виде. 

Будем рассматривать троичные векторы степеней с равным 

числом компонент и соответствующие им элементарные конъ-

юнкции. 

Отношение равенства троичных векторов степеней опреде-

ляется как равенство одноимённых компонент. 

Отношение соседства по i -ой компоненте означает отличие 

троичных векторов степеней только по i -ой компоненте, т.е. i -я 

компонента принимает значение 0 в одном из векторов и значе-

ние 1 – в другом, при этом значения остальных компонент по-

парно равны. 

Пусть соседним троичным векторам степеней 

 1 1 2 1 1 1, ,..., ,0, ,..., ,i i n n         , 

 2 1 2 1 1 1, ,..., ,1, ,..., ,i i n n          

соответствуют элементарные конъюнкции 

1 11 2
1 1 2 1 1... ...i i n

k ni iК x x x x x x
    
         , 

1 11 2
2 1 2 1 1... ...i i n

k ni iК x x x x x x
    
         , 

тогда  

1 11 2
1 2 1 2 1 1... ...i i n

i ni iК К x x x x x x
    
            

1 11 2
1 2 1 1... ...i i n

i ni ix x x x x x
    
           

 1 11 2
1 2 1 1... ...i i n

n i ii ix x x x x x x
    
           

1 11 2
1 2 1 1... ... .i i n

ni ix x x x x
    
         

Элементарной конъюнкции 1 11 2
1 2 1 1... ...i i n

ni ix x x x x
    
       , 

полученной в результате склеивания, соответствует троичный 

вектор степеней 

 1 2 1 1 1, ,..., , , ,..., ,i i n n        ,  

где символ "−" заменяет i -ю компоненту, значение которой у 

троичных векторов степеней 1  и 2  разное. 
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В данном случае говорят, что элементарные конъюнкции 1K  

и 2K  склеиваются по переменной ix , или к соседним троичным 

векторам степеней 1  и 2  применяется операция склеивания по 

i -ой компоненте. 

Например, для соседних троичных векторов степеней 

 1 1001   и  2 1101   в результате операции склеивания по-

лучим: 

 

1001

1101 1 01

1 01

  



.  

Применить операцию склеивания к троичным векторам сте-

пеней  3 1011   и  4 1101   нельзя, так как они различаются 

двумя компонентами и соседними не являются. 

Пример. 18.2.1. Упростить выражение  

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3x x x x x x x x x x x x   , 

выписав все элементарные конъюнкции в формализованном виде 

и применяя операцию склеивания троичных векторов степеней. 

Решение. Запишем элементарные конъюнкции в формализо-

ванном виде: 

 

Элементарная конъюнкция Троичный вектор степеней 
0 0 1

1 2 3 1 2 3x x x x x x   001  

0 0 0
1 2 3 1 2 3x x x x x x   000  

1 0 0
1 2 3 1 2 3x x x x x x   100  

1 1 0
1 2 3 1 2 3x x x x x x   110  

 

Применяя операцию склеивания к парам соседних троичных 

векторов степеней, получим 
001

000

00 

      и      

100

110

1 0

. 
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Полученные вектора  00  и  1 0  дальше склеивать нельзя. Им 

соответствуют конъюнкции 1 2x x  и 1 3x x , поэтому 

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 2 3x x x x x x x x x x x x x x x x     . 

 

18.3. Сокращённая ДНФ 

 

Определение 18.3.1. Элементарная конъюнкция K  называет-

ся импликантой функции f , если на произвольном наборе аргу-

ментов выполняется равенство: K f f  . 

Из определения вытекает: 

- если существует набор аргументов  , на котором функция 

  0f   , то на этом наборе и импликанта   0K   ; 

- если существует набор аргументов  , на котором импли-

канта   1K   , то на этом наборе и функция   1f   . 

Утверждение 18.3.1 (свойство импликант). Если 1K  и 

2K  - импликанты функции f , то их дизъюнкция  1 2K K  также 

является импликантой функции f . 

Доказательство. Пусть 1K  и 2K  - импликанты функции f , 

тогда на произвольном наборе аргументов выполняются равен-

ства 1K f f   и 2K f f  . Так как 

   1 2 1 2 1K K f K K f K f f        , то  1 2K K  также 

является импликантой функции f . Утверждение доказано.□ 

Определение 18.3.2. Импликанта K  функции f  называется 

простой, если элементарная конъюнкция, получающаяся из K  

выбрасыванием любой переменной, не является импликантой 

функции f . 

Теорема 18.3.2. Всякая функция реализуется дизъюнкцией 

всех своих простых импликант. 

Доказательство. Пусть 1 2 ... mD K K K     – дизъюнкция 

всех простых импликант функции  f x  и   – произвольный 

набор аргументов. 

Учебно-методические материалы. Филиал МИРЭА в г. Фрязино



99 
 

Если   1D   , то найдётся дизъюнктивное слагаемое 

  1iK   , что влечёт   1f   , так как iK  - простая импликанта.  

Если   1f   , то в СДНФ для функции f найдётся элемен-

тарная конъюнкция   1K   . Одна из простых импликант jK  

функции f  получается из K  выбрасыванием некоторых множи-

телей, поэтому   1jK   . Так как jK  является одним из слагае-

мых выражения D , то   1D   . 

Получили, что для произвольного набора аргументов   вы-

полняется равенство    f D  . Следовательно, всякая функ-

ция реализуется дизъюнкцией всех своих простых импликант, и 

теорема доказана.□ 

Определение 18.3.3. Сокращённой ДНФ называется дизъ-

юнкция всех простых импликант функции f . 

Рассмотрим алгоритм построения сокращённой ДНФ из 

СДНФ (метод Квайна-МакКласки). 

Этот метод нахождения множества всех простых импликант 

был предложен первоначально Квайном и усовершенствован 

МакКласки. Метод предполагает, что функция f  задана перво-

начально в виде СДНФ. 

1. Для нахождения простых импликант, выписываем все эле-

ментарные конъюнкции из СДНФ функции f  в формализован-

ном виде. Выписываем троичные вектора степеней в столбец, 

располагая по порядку возрастания числа единиц в их компонен-

тах. В результате множество троичных векторов степеней разби-

вается на соседние классы, между которыми определена опера-

ция склеивания.  

2. Между троичными векторами степеней из соседних клас-

сов проводим всевозможные склеивания. Результаты записываем 

в новый столбец справа, а вектора, участвовавшие в склеивании, 

помечаем «+». 

3. К полученному столбцу ещё раз применяем шаг 2. 

4. В результате операций склеивания остаются троичные век-

тора степеней, которые дальше склеивать нельзя, выписываем их.  
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5. Добавляем к выписанным троичным векторам степеней 

вектора, не участвовавшие в склеиваниях (они не помечены зна-

ком «+»). Получаем множество троичных векторов степеней, ко-

торым соответствуют все простые импликанты функции f . 

6. Дизъюнкция всех простых импликант даёт сокращённую 

ДНФ. 

Пример 18.3.1. Для функции, заданной СДНФ  

 , , ,f x y z w xyzw xyzw xyzw xyzw xyzw xyzw xyzw         

xyzw xyzw xyzw   , 

методом Квайна-МакКласки найти сокращённую ДНФ. 

Решение. 

Для нахождения простых импликант выписываем элементар-

ные конъюнкции в формализованном виде. 

 

Таблица 18.3.1. 

1.    0000   + 1.     000-   1-2     +   1.    -00-     1-7,  

2.    0001   + 2.     0-00   1-3     +   2.    --00     2-9, 3-8 

3.    0100   + 3.     -000   1-4     +   3.    -0-1     4-11, 6-10 

4.    1000   + 4.     00-1   2-5     +   4.    1-0-     9-12 

5.    0011   + 5.     01-0   3-6  

6.    0110   + 6.     -001   2-7     +    

7.    1001   + 7.     100-   4-7     +    

8.    1100   + 8.     -100   3-8     +    

9.    1011   + 9.     1-00   4-8     +    

10.  1101   + 10.   -011   5-9     +    

 11.   10-1   7-9     +    

 12.   1-01   7-10   +    

 13.   110-   8-10   +    

   

I столбец II столбец III столбец 

 

Троичные вектора степеней располагаем в первом столбце 

таблицы 18.3.1 в порядке возрастания числа единиц в их компо-

нентах. Множество векторов разбивается на четыре класса. Меж-

ду соседними классами проводим операцию склеивания, а ре-
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зультаты записываем во второй столбец таблицы справа. Во вто-

ром столбце получается три соседних класса, между которыми 

проводим операцию склеивания. Результаты записываем в третий 

столбец таблицы. В третьем столбце получаются троичные век-

тора степеней, которые дальше склеивать нельзя. 

Множество троичных векторов степеней, которым соответ-

ствуют все простые импликанты функции f , включает: 

- вектора, полученные в результате операций склеивания в 

третьем столбце таблицы, которые дальше склеивать нельзя; 

- вектора, не участвовавшие в склеиваниях (они не помечены 

знаком «+»). 

В таблице 18.3.2 показано соответствий между полученными 

троичными векторами степеней и простыми импликантами: 

 

Таблица 18.3.2. 

 
Троичные вектора 

степеней 
Простые импликанты 

1. -00- yz  

2. --00 zw 

3. -0-1 yw 

4. 1-0- xz  

5. 01-0 xyw  

 

Сокращённая ДНФ данной булевой функции имеет вид: 

 , , ,f x y z w xyw yz zw yw xz     . 

 

18.4. Минимальная ДНФ 

 

Проблема минимизации булевых функций состоит в том, 

чтобы построить ДНФ, у которой число вхождений элементар-

ных конъюнкций минимально, по сравнению со всеми другими 

ДНФ, реализующими булеву функцию. 

Ранг элементарной конъюнкции K  обозначим  r K . 

Определение 18.4.1. Рассмотрим ДНФ функции f   
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1 2 ...f
SD K K K    , 

у которой iK   1,i S  – элементарная конъюнкция ранга  ir K . 

Число    
1

S
f

i

i

r D r K


  называется сложностью ДНФ. 

Определение. 18.4.2. Минимальной ДНФ (МДНФ) функции 

f  (обозначают 
min
f

D ) называется такая ДНФ, которая имеет 

наименьшую сложность среди всех ДНФ, равных функции f , т.е. 

   min min  
f f

i
i

r D r D . 

Пример 18.4.1. Построить несколько ДНФ для функции 

 1110 1100f  , и среди них указать минимальную ДНФ. 

Решение.  

1            
f

D x y z x y z x y z x y z x y z     ,  1 15
f

r D  ; 

2         
f

D x y x y z x y z x y z    ,  2 11
f

r D  ; 

3      
f

D x y x y z x y   ,  3 7
f

r D  ; 

4     
f

D x y x z x y   ,  4 6
f

r D  ; 

5   
f

D y x z  ,  5 3
f

r D  . 

5
f

D - минимальная ДНФ, т.к.    5
1 5

 min 3
f f

i
i

r D r D
 

  . 

Теорема 18.4.1. Если МДНФ функции f  имеет вид 

1 2 ...f
SD K K K    , то все элементарные конъюнкции iK  

 1,i S  являются простыми импликантами. 

Доказательство. Докажем от противного. Предположим, что 

МДНФ функции f  имеет вид: 1 2 ...f
SD K K K     и какая-то 

конъюнкция iK  не является простой импликантой, тогда её мож-

но представить в виде произведения 
1 2i i iK K K  , где 

1i
K  - про-

стая импликанта.  

В этом случае можно получить ДНФ функции f  вида: 
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11 1 11 ... ...
f

i i i SD K K K K K        . 

Так как для рангов конъюнкций выполняется неравенство 

   1i ir K r K , то для сложностей ДНФ имеем    1
ffr D r D . 

Таким образом, fD  не является минимальной ДНФ функции f . 

Получили противоречие. Следовательно, предположение, что 

МДНФ содержит конъюнкцию не являющуюся простой импли-

кантой, неверное. Теорема доказана.□ 

Следствие 18.4.2. МДНФ булевой функции f  либо совпада-

ет с сокращённой ДНФ, либо получается из неё путём вычёрки-

вания некоторых простых импликант. 

 

18.5. Тупиковая ДНФ 

 

Для решения вопроса о том, какие простые импликанты вхо-

дят в МДНФ введём понятие тупиковой ДНФ. 

Определение 18.5.1. Тупиковой ДНФ (ТДНФ) булевой функ-

ции f  называется такая дизъюнкция простых импликант (т.е. 

часть сокращённой ДНФ), которая представляет данную функ-

цию f , но не сохраняет этого свойства после отбрасывания лю-

бой простой импликанты. 

Отметим, что устранение лишних простых импликант из со-

кращённой ДНФ булевой функции не является однозначным 

процессом, т. е. булева функция может иметь несколько различ-

ных тупиковых ДНФ. Поэтому для получения МДНФ функции f  

необходимо построить все тупиковые ДНФ функции f , а затем 

выбрать из них те, которые имеют наименьшую сложность. 

При нахождении ТДНФ нужно учитывать, что не все простые 

импликанты из сокращённой ДНФ равноправны. Наиболее важ-

ную роль играют ядровые импликанты.  

Определение 18.5.2. Простая импликанта iK  булевой функ-

ции f  называется ядровой, если существует набор  , на котором

  1iK   , а все остальные простые импликанты на этом наборе 

равны нулю. 
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Определение 18.5.3. Дизъюнкция всех ядровых импликант 

называется ядром булевой функции. Обозначают  Я x . 

Теорема 18.5.2. Каждая тупиковая ДНФ функции  f  содер-

жит ядро этой функции. 

Доказательство. Докажем от противного. Если iK  - ядровая 

импликанта функции  f , то существует набор  , на котором 

  1iK   . Тогда значения всех остальных простых импликант 

функции  f  на наборе   равны нулю. Предположим, что iK  не 

входит в какую-нибудь ТДНФ функции  f . В этом случае зна-

чение этой ТДНФ на   равно нулю, в то время как   1f   , т.е. 

ТДНФ не реализует функцию f . Получаем противоречие. Сле-

довательно, предположение, что ядровая импликанта не входит в 

ТДНФ неверное. Теорема доказана.□ 

Определение 18.5.4. Простая импликанта K  называется не-

существенной, если она обращается в единицу только на тех 

наборах, где ядро равно единице. 

Теорема 18.5.3. Тупиковая ДНФ функции f  не содержит не-

существенных импликант. 

Доказательство. Докажем от противного. Любую ТДНФ 

можно записать в виде 

1 2 ...Т
SD Я K K K     , 

где Я - ядро функции f , iK  ( 1,i S ) – некоторые неядровые про-

стые импликанты. Предположим, что среди неядровых простых 

импликант имеется несущественная, например, 1K .  

Покажем, что 1Я K Я  . Пусть   - произвольный набор 

переменных.  

Если  1 0K   , то равенство выполняется, так как 

       1 0Я K Я Я       .  

Если  1 1K   , то по определению несущественной импли-

канты имеем   1.Я    Равенство выполняется, так как 

     1 1 1 1Я K Я       . 
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Применяем равенство 1Я K Я   к выражению для тупико-

вой ДНФ: 1 2 2... ...Т
S SD Я K K K Я K K         . Получи-

ли, что из тупиковой ДНФ можно удалить импликанту 1K , а это 

противоречит определению ТДНФ. Следовательно, наше предпо-

ложение, что ТДНФ функции f  содержит несущественную им-

пликанту неверное. Теорема доказана.□ 

Таким образом, при построении тупиковых ДНФ несуще-

ственные импликанты можно удалять из сокращённой ДНФ, без 

потери равносильности полученной ДНФ исходной функции. 

Алгоритм построения ТДНФ и МДНФ из сокращённой ДНФ: 

1. Выписываем все простые импликанты из сокращённой 

ДНФ функции f . Присвоим каждой простой импликанте некото-

рое имя, т.е. обозначим их, например, как 1K , 2K , …, mK . 

2. Для получения минимальной ДНФ необходимо убрать из 

сокращенной ДНФ все несущественные импликанты. Это делает-

ся с помощью специальной импликантной матрицы Квайна, ко-

торая строится по следующему правилу: 

- каждому столбцу ставим в соответствие простую импли-

канту jK ; 

- каждой строке ставим в соответствие двоичный набор i , на 

котором   1if   . 

На пересечении строки и столбца ставим значение простой 

импликанты  j iK  .  

Формируя из импликант функции f , соответствующих 

столбцам матрицы Квайна, некоторую тупиковую ДНФ, надо по-

беспокоится о том, чтобы для каждой строки матрицы Квайна в 

ТДНФ нашлась импликанта, принимающий значение 1 на наборе, 

соответствующем этой строке. 

3. Ищем ядровые импликанты (все столбцы, в которых со-

держится 1, являющаяся единственной в некоторой строке), по 

которым выписываем ядро  Я x  функции  f x . 

4. Строим сокращённую матрицу Квайна: 
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- вычёркиваем из матрицы Квайна столбцы, соответствую-

щие ядровым импликантам, а также строки, соответствующие 

двоичным наборам i , на которых   1if    и   1iЯ   ; 

- среди оставшихся столбцов матрицы Квайна ищем столбцы 

соответствующие несущественным импликантам (столбцы, у ко-

торых все единицы оказались вычеркнутыми на предыдущем 

этапе) и вычёркиваем их. 

Получаем сокращённую матрицу Квайна состоящую из строк 

соответствующих двоичным наборам i , для которых   1if    и 

  0iЯ   , и столбцов не содержащих ядровых и несуществен-

ных импликант. 

5. Составляем вспомогательную функцию Петрика, которая 

является конъюнктивным представлением сокращённой матрицы 

Квайна:  

- для каждой i -ой строки сокращённой матрицы Квайна 

строим элементарную дизъюнкцию из имён простых импликант, 

обозначающих столбцы матрицы, на пересечении с которыми в i
-ой строке находятся единицы;  

- из построенных для всех строк матрицы дизъюнкций со-

ставляем КНФ, которая называется вспомогательной функцией 

Петрика. 

6. Преобразуем функцию Петрика в ДНФ. Для этого в полу-

ченной КНФ в соответствии с законами дистрибутивности рас-

крываем скобки, производим всевозможные элементарные по-

глощения и устраняем все повторения. Получим ДНФ, в которой 

каждая элементарная конъюнкция соответствует некоторой тупи-

ковой ДНФ и, наоборот, каждой тупиковой ДНФ может быть со-

поставлена одна из этих конъюнкций. 

Обоснованием данного факта служит то, что функция Петри-

ка принимает значение 1 тогда и только тогда, когда каждая эле-

ментарная дизъюнкция равна 1. В свою очередь, элементарная 

дизъюнкция равна 1, когда хотя бы одна из её переменных равна 

1. Переменными в ДНФ, полученной из функции Петрика, явля-

ются имена простых импликант. Поэтому каждая конъюнкция 

этой ДНФ описывает некоторое множество простых импликант, в 
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котором для любого двоичного набора i  такого, что   1if    и 

  0iЯ   , найдётся хотя бы одна импликанта, равная на этом 

наборе единице. Добавив к полученному множеству ядровые им-

пликанты, получим множество простых импликант, в котором 

для любого двоичного набора i  такого, что для   1if   , 

найдётся импликанта принимающая единичное значение. Этот 

факт гарантирует, что тупиковая ДНФ, составленная из импли-

кант данного множества, будет эквивалентна исходной СДНФ 

функции f . 

7. По конъюнкциям ДНФ, полученной из функции Петрика, 

выписываем все тупиковые ДНФ функции f . Для этого: 

- по именам импликант, входящих конъюнкции, выписываем 

соответствующие множества простых импликант; 

- к выписанным множествам импликант добавляем ядровые 

импликанты; 

- по полученным множествам простых импликант формиру-

ем тупиковые ДНФ. 

8. Среди выписанных тупиковых ДНФ выбираем минималь-

ную по сложности ДНФ. 

Применяя данный алгоритм, найдём все минимальные ДНФ 

для функции из примера 18.3.1. 

Так как для данной функции сокращённая ДНФ имеет вид 

coкрD xyw yz zw yw xz     , то матрица Квайна (рис. 18.5.1) в 

первоначальном виде содержит 10 строк (по числу единичных 

наборов функции) и 5 столбцов (по числу простых импликант). 

На пересечении строки и столбца будем ставить единичные зна-

чения простых импликант, а нулевые значения вписывать не бу-

дем, им будут соответствовать пустые клетки таблицы 

(рис.18.5.1). 

Ищем ядровые импликанты и упрощаем матрицу Квайна.  

Строка, соответствующая набору (0011), содержит только 

одну единицу в четвёртом столбце. Следовательно, импликанта 

К4 – ядровая. Вычёркиваем из матрицы четвёртый столбец, а 

также строки, соответствующие наборам (0001), (0011), (1001), 
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(1011), на которых эта ядровая импликанта принимает единичные 

значения. 

Строка, соответствующая набору (0110), содержит только 

одну единицу в первом столбце. Следовательно, импликанта К1 – 

ядровая. Вычёркиваем из матрицы первый столбец и строки, со-

ответствующие наборам (0100), (0110), на которых эта импликан-

та принимает единичные значения. 

Строка, соответствующая набору (1101), содержит только 

одну единицу в пятом столбце. Следовательно, импликанта К5 – 

ядровая. Вычёркиваем из матрицы пятый столбец и строки, соот-

ветствующие наборам (1000) , (1001), (1100), (1101), на которых 

эта импликанта принимает единичные значения. 

 

 
 

В результате получаем, что ядро состоит из простых импли-

кант 1 4 5,  ,  K xyw K yw K xz   , а упрощённая матрица Квайна 

имеет вид, показанный на рис.18.5.2. 

По упрощённой матрице Квайна выписываем вспомогатель-

ную функцию Петрика:   2 3K f K K  . 

18.5.1. Первоначальный вид матрицы Квайна. 
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В данном случае вспомогательная КНФ и вспомогательная 

ДНФ совпадают. 

 

 
 

По дизъюнктивным слагаемым вспомогательной ДНФ со-

ставляем все тупиковые ДНФ функции f . Для этого: 

- по именам импликант, входящих конъюнкции, выписываем 

соответствующие множества простых импликант:  yz ,  zw ; 

- к выписанным множествам импликант добавляем ядровые 

импликанты:  ,  ,  ,  yz xyw yw xz ,  ,  ,  ,  zw xyw yw xz ; 

- по полученным множествам простых импликант формиру-

ем тупиковые ДНФ:  

1
f

D yz xyw yw xz    , 2
f

D zw xyw yw xz    . 

Так как сложности полученных ТДНФ равны 

   1 2 9
f f

r D r D  , то каждая из этих ДНФ является минималь-

ной. 

Таким образом, получили две минимальные ДНФ: 

min1
f

D xyw yz yw xz    ; 

min 2
f

D xyw zw yw xz    . 

 

18.6. Алгоритм минимизации булевой функции в классе  

нормальных форм 

 

Задачу минимизации булевой функции f в классе ДНФ можно 

рассматривать как переход от СДНФ к МДНФ, который включает 

ряд этапов рис.18.6.1.  

18.5.2. Упрощённая матрица Квайна. 
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Запишем алгоритм минимизации булевой функции в классе 

ДНФ: 

1. Строим СДНФ функции f. 

2. По методу Квайна-МакКласки находим сокращённую 

ДНФ функции f. 

3. С помощью матрицы Квайна и функции Петрика находим 

все ТДНФ функции f. 

4. Среди построенных ТДНФ выбираем все минимальные 

ДНФ функции f. 

Для получения минимальных форм в классе КНФ использу-

ют те же методы, только для функции f .  

Чтобы построить все минимальные КНФ (МКНФ) функции f, 

следует построить все МДНФ функции  f  и взять от каждой из 

них отрицание. Полученные КНФ для функции f будут мини-

мальными. Действительно, предположим, что для функции f су-

СДНФ  

функции f 

Сокр. ДНФ 

функции f 

ТДНФ 

функции f 

МДНФ 

функции f 

По методу Квайна-МакКласки 

По матрице Квайна (с помо-

щью функции Петрика) 

По сложности ТДНФ 

18.6.1. Этапы минимизации в классе ДНФ. 
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ществует КНФ с меньшим числом символов переменных, чем в 

МДНФ функции  f . Тогда отрицание от этой КНФ даст ДНФ 

функции f  с меньшим числом символов переменных, чем в лю-

бой из минимальных ДНФ функции f . Получаем противоречие с 

минимальностью найденных ДНФ для функции f , следователь-

но, наше предположение неверное. Поэтому КНФ для функции 

f , полученные из МДНФ функции  f , будут минимальными.  

Этапы минимизации в классе КНФ показаны на рис.18.6.2. 

 

 
 

18.6.2. Этапы минимизации в классе КНФ. 

СДНФ  

функции  

Сокр. ДНФ 

функции  
 

ТДНФ 

функции  

МДНФ 

функции  

По методу Квайна-МакКласки 

По матрице Квайна (с помо-

щью функции Петрика) 

По сложности ТДНФ 

МКНФ 

функции f 

По отрицанию МДНФ 
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Запишем алгоритм минимизации булевых функций в классе 

КНФ: 

1. Строим СДНФ функции f . 

2. По методу Квайна-МакКласки находим сокращённую 

ДНФ функции f . 

3. С помощью матрицы Квайна и функции Петрика находим 

все ТДНФ функции f . 

4. Среди построенных ТДНФ выбираем все минимальные 

ДНФ функции f . 

5. Взяв от каждой минимальной ДНФ функции f  отрицание, 

получим все минимальные КНФ функции f. 

Обычно для булевой функции f находят обе минимальные 

формы – МДНФ и МКНФ. Для реализации выбирают ту из них, 

которая содержит минимальное число символов переменных и 

приводит к наиболее простой логической схеме.  

Алгоритм минимизации функции в классе нормальных форм: 

1. Строим все МДНФ функции f. 

2. Строим все МКНФ функции f. 

3. Из построенных минимальных форм выбираем формы, со-

держащие наименьшее число символов переменных. 

Пример 18.6.1. В классе нормальных форм минимизировать 

функцию  1101 1011f  . 

Решение.  

1. Находим все МДНФ функции f. 

СДНФ функции f : ( , , ) .f x y z xyz xyz xyz xyz xyz xyz       

 

Таблица 18.6.1. 

1.    000   + 1.     00-       1-2 

2.    001   + 2.     -00       1-3 

3.    100   + 3.     0-1       2-4 

4.    011   + 4.     1-0       3-5 

5.    110   + 5.     -11       4-6 

6.    111   + 6.     11-       5-6 

I столбец II столбец 

Учебно-методические материалы. Филиал МИРЭА в г. Фрязино



113 
 

По методу Квайна-МакКласки находим сокращённую ДНФ 

функции f . 

Для нахождения простых импликант выписываем элементар-

ные конъюнкции в формализованном виде и проводим операцию 

склеивания (табл. 18.6.1.).  

Строим таблицу соответствий между полученными троич-

ными векторами степеней и простыми импликантами 

(табл. 18.6.2): 

 

Таблица 18.6.2. 

 
Троичные вектора 

степеней 
Простые импликанты 

1. 00- xy  

2. -00 yz  

3. 0-1 xz  

4. 1-0 xz  

5. -11 yz  

6. 11- xy  

 

Сокращённая ДНФ данной булевой функции имеет вид: 

 , ,f x y z xy yz xz xz yz xy      . 

Строим матрицу Квайна (рис. 18.6.3.). 

 
18.6.3. Матрица Квайна для функции 

.
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Строк, содержащих только одну единицу, нет, поэтому нет 

ядровых импликант.  

Составляем вспомогательную функцию Петрика: 

        1 2 1 3 3 5 2 4 4 6 5 6K f K K K K K K K K K K K K       

   1 2 3 4 2 6 5 3 6K K K K K K K K K      

  1 4 1 2 6 2 3 4 2 3 6 5 3 6K K K K K K K K K K K K K K        

1 4 5 1 2 5 6 2 3 4 5 2 3 5 6K K K K K K K K K K K K K K K      

1 3 4 6 1 2 3 6 2 3 4 6 2 3 6K K K K K K K K K K K K K K K      

1 4 5 2 3 6 1 2 5 6 2 3 4 5 1 3 4 6K K K K K K K K K K K K K K K K K K     . 

По конъюнкциям вспомогательной ДНФ выписываем тупи-

ковые ДНФ функции f : 

1
f

D xy xz yz   ; 2
f

D yz xz xy   ; 

3
f

D xy yz yz xy    ; 4
f

D yz xz xz yz    ; 

5
f

D xy xz xz xy    . 

Минимальные ДНФ функции f : 

min1
f

D xy xz yz   ; min 2
f

D yz xz xy   . 

2. Находим все МКНФ функции f. 

Повторяем указанные выше этапы для функции f . 

Выписываем СДНФ функции f : ( , , )f x y z xyz xyz  . 

Находим сокращённую ДНФ функции f . 

Для нахождения простых импликант выписываем элементар-

ные конъюнкции в формализованном виде (табл. 18.6.3.).  

 

Таблица18.6.3.  

1.    010 

2.    101 

 

I столбец 

 

Операция склеивания для данных троичных векторов степе-

ней не определена, следовательно, сокращённая ДНФ данной бу-

левой функции совпадает с СДНФ. 
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Строим матрицу Квайна (рис. 18.6.4.). 

 

 
Импликанты 1P  и 2P  - ядровые, поэтому СДНФ функции f 

является для неё тупиковой и минимальной, т.е. 

min
f

D xyz xyz  . 

Найдём минимальную КНФ функции f : 

min min ( )( ).
f f

K D xyz xyz x y z x y z         

3. Из построенных минимальных форм выбираем формы, 

содержащие наименьшее число символов переменных. 

Построенные МДНФ и МКНФ имеют одно и то же число 

символов переменных равное шести, поэтому все они составляют 

минимальные формы для функции f : 

min1
f

D xy xz yz   ; 

min 2
f

D yz xz xy   ; 

min ( )( )
f

K x y z x y z     . 

 

18.7. Карты Карно 

 

Самым удобным методом для быстрого решения задачи ми-

нимизации булевой функции от достаточно большого числа ар-

гументов, является метод карт Карно, изобретённый в 1950-ых 

годах для разработки логических схем. После его применения 

получается минимальная форма функции в базисе (И, ИЛИ, НЕ).  

Прежде, чем приступить к рассмотрению карт Карно, пока-

жем на простых примерах, как осуществляется соседнее кодиро-

вание для произвольного числа переменных.  

18.6.4. Матрица Квайна для функции f . 
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Для одной переменной 1x  существует только соседнее коди-

рование, так как она кодируется нулём и единицей. Покажем со-

седнее кодирование для трёх переменных. Предлагается следую-

щая операция: 

1. Напишем в один столбец коды переменной 1x . Между ну-

лём и единицей в этом столбце проведём ось, которую назовём 

осью симметрии 1-го ранга (рис.18.7.1). 

 

 
 

2. Под столбцом для переменной 1x  проведём ось симметрии, 

которую назовём осью симметрии 2-го ранга. Продолжим стол-

бец кодов для переменной 1x  симметрично относительно этой 

оси (симметрично относительно оси симметрии 2-го ранга разме-

стятся и оси симметрии 1-го ранга) (рис.18.7.2). 

 

 
 

3. Дополним одноразрядный код до двухразрядного, вписав 

во втором разряде для переменной 2x  нули выше оси 2-го ранга и 

единицы ниже этой оси (рис. 18.7.3). 

 

 

Рис. 18.7.1. Кодирование переменной . 

ось 1-го ранга 

Рис. 18.7.2. Построение оси 2-го ранга. 

ось 2-го ранга 

ось 1-го ранга 

ось 1-го ранга 
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Таким образом, мы осуществили соседнее кодирование для 

двух переменных.  

4. Чтобы построить соседние коды для трёх переменных, 

проведём под столбцами двухразрядных кодов ось симметрии 3-

го ранга и продолжим столбцы кодов для переменных 1x  и 2x  

симметрично относительно этой оси, т.е. осуществим симмет-

ричное отображение относительно оси 3-го ранга (симметрично 

относительно оси симметрии 3-го ранга разместятся и оси сим-

метрии 1-го и 2-го рангов) (рис.18.7.4).  

 

 
5. Дополним двухразрядный код до трёхразрядного, вписав в 

третьем разряде для переменной 3x  нули выше оси 3-го ранга и 

единицы ниже этой оси. Получим соседнее кодирование для трёх 

переменных (рис.18.7.5).  

Рис. 18.7.3. Кодирование переменной . 

Рис. 18.7.4. Построение оси 3-го ранга. 

ось 3-го ранга 

ось 2-го ранга 

ось 2-го ранга 
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Следовательно, для того, чтобы осуществить соседнее коди-

рование для  1n  переменной, если известно соседнее кодиро-

вание для n  переменных, необходимо выполнить следующий ал-

горитм: 

1) под столбцом известного n -разрядного соседнего кодиро-

вания провести ось симметрии  1n -го ранга;  

2) осуществить симметричное отображение относительно оси 

симметрии  1n  - ранга всех n -разрядных кодов и осей симмет-

рии всех рангов до ранга n  включительно; 

3) дополнить n -разрядные коды слева одним разрядом, в ко-

тором записать 0 для всех кодов выше оси симметрии  1n -го 

ранга и 1 для кодов, расположенных ниже оси симметрии  1n -

го ранга. 

Карта Карно – это наглядная схема задания булевой функ-

ции, предназначенная для обнаружения целых групп соседних 

элементарных конъюнкций, к которым можно применить опера-

цию склеивания. 

Для функции n переменных  1 2, ,..., nf x x x  карта Карно 

представляет собой таблицу, состоящую из 2n  клеток. Каждой 

клетке таблицы соответствует определённый набор переменных, 

при этом клетки закодированы так, чтобы соседним клеткам со-

ответствовали соседние наборы переменных. 

Рис. 18.7.5. Кодирование переменной . 
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Для соседнего кодирование карт Карно по вышеизложенному 

алгоритму производится разбиение множество n переменных 

 1 2, ,..., nx x x  на две группы в порядке возрастания их номеров 

 1 2, ,..., kx x x  и  1 2, ,...,k k nx x x  . Для каждой группы проводится 

соседнее кодирование. Кодировке первой группы переменных  

 1 2, ,..., kx x x  ставятся в соответствие строки таблицы, кодировке 

второй группы переменных  1 2, ,...,k k nx x x   – столбцы. В по-

строенной таблице границы между строками и столбцами табли-

цы будут играть роль осей симметрии соответствующих соседних 

кодировок групп переменных. 

На рисунке 18.7.6. представлены Карты Карно для 2, 3, 4 пе-

ременных. Оси симметрии, необходимые для соседнего кодиро-

вания групп переменных, отмечены рангами. 

 

 
18.7.6. Карты Карно для 2, 3, 4, переменных. 
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В любой карте Карно соседними клетками, к которым можно 

применить правило склеивания, являются не только смежные 

клетки, но и клетки находящиеся на противоположных концах 

любой строки и любого столбца.  

 
Например, на рисунке 18.7.7. в поле карты для 4-х перемен-

ных соседними будут клетки обозначенные буквой р. Им соот-

ветствуют наборы: (0000), (0010), (1000), (1010). 

Под прямоугольником Карно будем понимать некоторую вы-

деленную группу 2k
 соседних клеток, закодированных соседни-

ми наборами, зачастую образующих разрозненную фигуру по-

крытия карты.  

 

18.7.7. Карта Карно для 4-х переменных с соседни-

ми клетками, обозначенными буквой р. 

18.7.8. Карта Карно для 5-ти переменных с 

прямоугольником Карно t. 
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Например, на рисунке 18.7.8. в поле карты для 5-ти перемен-

ных изображён прямоугольник Карно t, состоящий из 
32 8  эле-

ментарных квадратов Карно и описываемый соседними набора-

ми: (00000), (00010), (01100), (01110), (10000), (10010), (11100), 

(11110). 

Возникает вопрос: как определить, будет ли выделенная на 

карте фигура прямоугольником Карно? Определение достоверно-

сти прямоугольника Карно основано на принципе симметрии и 

осуществляется с помощью приводимого ниже алгоритма.  

Алгоритм проверки достоверности прямоугольника Карно 

(принцип симметрии): 

1. Если предполагаемый прямоугольник Карно (ППК) охва-

тывает одну ось симметрии, либо не охватывает ни одной, то пе-

рейти к п.4.  

2. Если ППК располагается по обе стороны от нескольких 

осей симметрии, то он должен быть симметричен относительно 

той из этих осей, которая имеет максимальный ранг, иначе дан-

ная фигура не является прямоугольником Карно.  

3. Разбить исходный ППК пополам, относительно оси макси-

мального ранга. Считать любую его половину новым ППК. Пе-

рейти к п.1.  

4. Конец.  

Применяя алгоритм, проверим, будет ли фигура t на рисунке 

18.7.8 прямоугольником Карно. По алгоритму: 

- фигура t симметрична относительно горизонтальной оси 

симметрии 3-го ранга; 

- верхняя половина фигуры t симметрична относительно вер-

тикальной оси симметрии 2-го ранга;  

- верхняя левая четверть фигуры t симметрична относительно 

горизонтальной оси симметрии 2-го ранга  

- половина верхней левой четверти фигуры t не охватывает 

ни одной оси симметрии.  

Следовательно, фигура t будет прямоугольником Карно. 

На рисунке 18.7.9 даны примеры фигур, не являющихся пря-

моугольниками Карно. Фигуры k, m и n не являются прямо-

угольниками Карно в силу нарушения принципа симметрии. Фи-

гура n не симметрична относительно вертикальной оси симмет-
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рии 2-го ранга, фигура m не симметрична относительно горизон-

тальной оси симметрии 3-го ранга. Фигура k симметрична отно-

сительно горизонтальной оси симметрии 3-го ранга, но её поло-

вина не симметрична относительно горизонтальной оси 2-го ран-

га. 

 
На карте Карно булева функция  1 2, ,..., nf x x x  задаётся ука-

занием в каждой клетке значения, которое она принимает на 

наборе, соответствующем клетке.  

Например, на рисунке 18.7.10 в поле карты для 4-х перемен-

ных задана функция    1 2 3 4, , , 1011 0001 1011 0001f x x x x  . 

 
Записав данную функцию в виде СДНФ и аналитически 

упростив с помощью операции склеивания, получим: 

18.7.9. Фигуры k, m и n, не являющиеся 

прямоугольниками Карно. 

18.7.10. Карта Карно для функции 

. 
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 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4, , ,f x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x      

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4x x x x x x x x x x x x x x x x      

2 3 4 2 3 4 1 3 4 1 3 4 2 4 3 4x x x x x x x x x x x x x x x x      . 

Карта Карно позволяет получить этот результат графически 

значительно быстрее и проще. Для решения этой задачи исполь-

зуем алгоритм графической минимизации. 

Алгоритм графической минимизации логических функций: 

1. Заполнить карту Карно нулями и единицами в соответ-

ствии с таблицей истинности булевой функции  1 2, ,..., nf x x x . 

2. Покрыть все единичные наборы минимальным количе-

ством прямоугольников Карно, каждый из которых имеет макси-

мальную площадь. 

3. Проверить каждую фигуру покрытия на соответствие 

принципу симметрии. В противном случае изменить контур фи-

гуры покрытия в соответствии с принципом симметрии так, что-

бы она превратилась в прямоугольник Карно.  

4. Каждому прямоугольнику Карно соответствует одна им-

пликанта, причём, если в границах прямоугольника Карно какая-

либо переменная принимает значения как 0, так и 1, то она склеи-

вается. 

Примечание. Если в карте Карно нулей окажется меньше 

чем единиц, то удобнее прямоугольниками Карно покрыть все 

нулевые наборы. В результате мы получим инверсию минимизи-

руемой функции. 

Сущность алгоритма достаточно прозрачна. Стремление к 

минимальному количеству прямоугольников Карно приводит в 

результате к минимальному количеству слагаемых в булевой 

функции. Требование получения максимальной площади прямо-

угольника Карно вызвано стремлением минимизировать длину 

каждого слагаемого булевой функции. 

Найдём с помощью карты Карно минимальную ДНФ функ-

ции    1 2 3 4, , , 1011 0001 1011 0001f x x x x  . Карта Карно с выде-
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ленными прямоугольниками Карно показана на рис. 18.7.11.

 
Находим импликанты, соответствующие выделенным прямо-

угольникам. 

1. Для синего прямоугольника: 

0000

1000

000

;     

0010

1010

010

;      2 4

000

010 0 0

0 0

x x



    

 

. 

2. Для красного прямоугольника: 

0011

0111

0 11

;    

1111

1011

1 11

;      3 4

0 11

1 11 11

11

x x



   



. 

Минимальная ДНФ функции  1 2 3 4, , ,f x x x x  имеет вид:  

2 4 3 4min
f

D x x x x  . 

По карте Карно можно получить и минимальную КНФ. Для 

этого находят МДНФ инверсной функции f , берут от неё отри-

цание f  и, применив правила де Моргана, получают МКНФ.  

Пример 18.7.1. Для функции, заданной векторно 

   , , , 1101 1010 1101 1100f x y z w  , 

найти минимальную ДНФ и минимальную КНФ с помощью карт 

Карно. 

Решение. Изобразим таблицу функции  , , ,f x y z w : 

 

18.7.11. Карта Карно функции , с выде-

ленными прямоугольниками Карно. 
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x 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 

y 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1 

z 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 

w 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 

 , , ,f x y z w  1 1 0 1 1 0 1 0 1 1 0 1 1 1 0 0 

 

Задача нахождения минимальной ДНФ с помощью карты 

Карно сводится к задаче покрытия всех единиц карты Карно ми-

нимальным количеством прямоугольников наибольших размеров, 

причём разрешается использовать только прямоугольники, сим-

метричные относительно осей симметрий и площади которых яв-

ляются натуральными степенями двойки.  

 
Находим импликанты соответствующие выделенным прямо-

угольникам (рис.18.7.12). 

1. Для синего прямоугольника: 

0000

0100

0 00

;     

1100

1000

1 00

;     

0 00

1 00 00

00

zw



   



. 

2. Для фиолетового прямоугольника: 

0001

0011

00 1

;    

1001

1011

10 1

;     

00 1

10 1 0 1

0 1

yw



    

 

. 

Рис. 18.7.12. Карта Карно функции , с выделен-

ными прямоугольниками Карно для нахождения МДНФ. 

Учебно-методические материалы. Филиал МИРЭА в г. Фрязино



126 
 

3. Для зелёного прямоугольника: 

1100

1000

1 00

;     

1101

1001

1 01

;     

1 00

1 01 1 0

1 0

xz



    

 

. 

4. Для красного прямоугольника: 

 

0100

0110 01 0

01 0

xyw  



. 

Минимальная ДНФ имеет вид: min
f

D zw yw xz xyw    . 

Задача нахождения минимальной КНФ с помощью карты 

Карно сводится к задаче покрытия всех нулей карты Карно ми-

нимальным количеством прямоугольников наибольших размеров. 

 

 
Находим импликанты соответствующие выделенным прямо-

угольникам (рис.18.7.13):  

1. Для красного прямоугольника: 

 

0010

1010 010

010

yzw  



. 

2. Для фиолетового прямоугольника: 

Рис. 18.7.13. Карта Карно функции , с выделен-

ными прямоугольниками Карно для нахождения МКНФ. 
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1111

1110 111

111

xyz  



. 

3. Для зелёного прямоугольника: 

 

0101

0111 01 1

111

xyw  



. 

Минимальная ДНФ функции f  имеет вид:  

min
f

D yzw xyz xyw   . 

Чтобы получить минимальную КНФ функции f , берём отри-

цание от min
f

D :  

min min
f f

K D yzw xyz xyw yzw xyz xyw         

     y z w x y z x y w         . 

 

19. Задачи анализа и синтеза логических схем 
 

Логическая схема, имеющая n входов  1 2, ,..., nX x x x  и m 

выходов  1 2, ,..., mY y y y , в обобщённом виде представлена на 

рис. 19.1. 

 
 

Работу логической схемы (рис. 19.1) можно описать: 

Рис. 19.1. Обобщённый вид ЛС. 

x
1
 

x
2
 

x
n
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…
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y
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y
1
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- системой, выражающей зависимость между множеством 

входных переменных  1 2, ,..., nX x x x  и множеством булевых 

функций  1 2, ,..., mY y y y : 

 

 

 

1 1 1 2

2 2 1 2

1 2

, ,..., ,

, ,..., ,

...  ...  ...  ...  ...  ...  ...

, ,..., ;

n

n

m m n

y y x x x

y y x x x

y y x x x

 





 

 

- таблицей истинности, имеющей 2n  строк (по строке для 

каждого набора входных переменных) и (n+m) столбцов (n 

столбцов для входов и m столбцов для выходов схемы).  

Относительно логических схем обычно решаются две задачи: 

анализа и синтеза. 

 

19.1. Задача анализа логических схем 

 

Задача анализа ЛС заключается в выявлении реализуемой 

булевой функции. При её решении следует придерживаться сле-

дующей последовательности действий: 

1) заданная схема разбивается на ярусы, которые нумеруются 

с конца; 

2) начиная с последнего яруса, выходы каждого элемента 

обозначаются проиндексированными функциями в зависимости 

от яруса, к которому относится элемент; 

3) записываются выходные функции каждого элемента в виде 

формул в соответствии с введёнными обозначениями; 

4) производится подстановка одних выходных функций через 

другие, используя входные переменные; 

5) записывается получившаяся булева функция через вход-

ные переменные. 

Пример 19.1.1. По заданной логической схеме (рис. 19.1.2) 

составить булеву функцию. 

Решение. Согласно приведённой выше последовательности 

действий, схема разобьётся на три яруса. Пронумеровав полу-
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чившиеся ярусы, введём обозначения для каждой выходной 

функции. Запишем все функции, начиная с 1-го яруса: 

1. 1 21 22 4f f f x   ; 

2. а) 21 31 2f f x  , б) 22 2 32f x f  ; 

3. а) 31 1f x , б) 32 2 3f x x  . 

Теперь запишем все функции, подставляя входные перемен-

ные: 

а) 21 1 2f x x  , б)  22 2 2 3f x x x   . 

В итоге, получим выходную функцию: 

   1 1 2 2 2 3 4f f x x x x x x       . 

 
 

Пример 19.1.2. Найти математическое описание логической 

схемы (рис. 19.1.3). 

Решение. Логические функции представленной схемы легко 

находятся по её структуре: 

 

1 1 2 1 2

2 2 3 4

;

.

y x x x x

y x x x

   


 

 

 

Рис.19.1.2. Логическая схема. 
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1 ярус 2 ярус 3 ярус 
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19.2. задача синтеза логических схем 

 

Задача синтеза ЛС – определить содержимое «чёрного ящи-

ка» (рис. 19.2.1), т.е. определить состав логических элементов, 

входящих в логическую схему, и порядок их соединения между 

собой. 

 
При построении схем в реальной системе элементов необхо-

димо учитывать ряд конструктивных ограничений, основными из 

которых являются: 

1. Коэффициент объединения по входу, который представля-

ет собой ограничение на число входов в элемент. Может прини-

мать значения 2,3,4,8,16. 

Рис.19.1.3. Логическая схема. 
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2. Коэффициент разветвления по выходу, определяющий 

максимальное число логических элементов, которые можно под-

ключить к выходу элемента в условиях его нормального функци-

онирования. Этот коэффициент определяет нагрузочную способ-

ность. Варьируется от 10 до 30. 

Различают ЛС с одним и многими выходами. Разберём этапы 

синтеза с учётом того, что ЛС может быть многовыходной: 

а) составление математического описания ЛС, адекватно 

отображающего назначение схемы (либо в виде таблиц истинно-

сти, либо в аналитической форме в виде системы); 

б) анализ выходных булевых функций, их предварительная 

совместная минимизация в заданном базисе; 

в) построение логической схемы, реализующей полученные 

функции, в заданном базисе, с учётом коэффициента объедине-

ния по входам и коэффициента разветвления по выходу. 

Качество синтезируемой схемы оценивается двумя основны-

ми показателями: затратами оборудования и быстродействием. 

Затраты оборудования определяются ценой схемы по Квайну, а 

быстродействие схемы задержкой распространения сигналов от 

входов схемы до её выхода. 

Отметим, что при синтезе логических схем необходимо учи-

тывать, в каком виде представляются входные сигналы схемы: в 

прямом и инверсном или только в прямом. В первом случае син-

тезируется схема с парафазными входами, во втором – с одно-

фазными входами. В схемах с однофазными входами отрицания 

входных переменных реализуются отдельными логическими эле-

ментами – инверторами. 

Например, для функции f , заданной МДНФ 

1 2 3 1 2 4 1 5 6f x x x x x x x x x    , схема с парафазными входами по-

казана на рис. 19.2.2, а с однофазными входами на рис. 19.2.3. В 

этих схемах для соединения элементов между собой используют-

ся линии, изображающие «жгуты». 

«Жгут» состоит из двух и более изолированных проводников 

и на чертеже изображается одной линией. Чтобы иметь сведения 

о присоединяемых к «жгуту» проводниках, каждому проводнику 
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присваивают порядковый номер. Этот номер указывается при 

входе проводника в «жгут» и выходе его из «жгута». 

 

 
 

Проанализируем логическую схему, изображённую на 

рис. 19.2.2. Для этого определим элементную базу, оценим кон-

структивную сложность и быстродействие данной схемы: 

- количество элементов, необходимых для построения логи-

ческой схемы, показано в таблице 19.2.1; 

 

Таблица 19.2.1. 

Логические 

элементы 

на 2 входа на 3 входа на 4 входа Всего эле-

ментов 

И 1 2 ─ 
4 

ИЛИ ─ ─ 1 

 

- конструктивная сложность схемы определяется по Квайну - 

число входов логических элементов - SQ=12;  

- число ярусов сигнала на самом длинном пути от входа к 

выходу- Т=2. 

 

 

Рис.19.2.2. ЛС с парафазными входа-

ми, реализующая функцию . 
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Проанализируем логическую схему, изображённую на 

рис. 19.2.3. Для этого определим элементную базу, оценим кон-

структивную сложность и быстродействие данной схемы: 

- количество элементов, необходимых для построения логи-

ческой схемы, показано в таблице 19.2.2; 

 

 Таблица 19.2.2. 

Логические 

элементы 

на 1 

вход 

на 2 вхо-

да 

на 3 вхо-

да 

на 4 

входа 

Всего эле-

ментов 

И ─ 1 2 ─ 

8 ИЛИ ─ ─ ─ 1 

НЕ 4 ─ ─ ─ 

 

- конструктивная сложность схемы определяется по Квайну - 

число входов логических элементов - SQ=16;  

- число ярусов сигнала на самом длинном пути от входа к 

выходу- T=3. 

При построении схемы с однофазными входами целесооб-

разно выбирать такую минимальную форму (если она не един-

Рис.19.2.3. ЛС с однофазными входами, реализующая 

функцию . 
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ственная) которая содержит наименьшее число инверсий над раз-

ными элементами. 

Если число входов у элементов ограничено, то перед синте-

зом логической схемы необходимо провести факторизацию ал-

гебраической формы булевой функции. 

 

19.2.1. Факторизация 

 

Факторизация алгебраической формы булевой функции сво-

дится к вынесению за скобки общих частей многоместных конъ-

юнкций и дизъюнкций, ранги которых больше, чем заданный ко-

эффициент объединения по входу, так как одним элементом эти 

выражения реализованы быть не могут, а требуют разбиения и 

реализации по частям. 

Например, при коэффициенте объединения по входу равном 

двум, МДНФ функции 1 3 4 1 2 4 2 3f x x x x x x x x    преобразуется к 

виду  1 3 1 2 4 2 3f x x x x x x x    , для реализации которого исполь-

зуются только двухвходовые вентили.  

Рассмотрим схемы, построенные по МДНФ и факторной 

форме функции f (рис.19.2.1.1 и рис. 19.2.1.2). 

 

Рис.19.2.1.1. ЛС с однофазными входами, реализующая 

МДНФ функции . 
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Проанализируем логическую схему, изображённую на 

рис. 19.2.1.1. Для этого определим элементную базу, оценим кон-

структивную сложность и быстродействие данной схемы: 

- количество элементов, необходимых для построения логи-

ческой схемы, показано в таблице 19.2.1.1; 

 

Таблица 19.2.1.1. 

Логические 

элементы 
на 1 вход 

на 2 вхо-

да 

на 3 вхо-

да 

Всего эле-

ментов 

И ─ 1 2 

7 ИЛИ ─ ─ 1 

НЕ 3 ─ ─ 

 

- конструктивная сложность схемы - SQ=14;  

- число ярусов сигнала на самом длинном пути от входа к 

выходу- T=3. 

 
 

Проанализируем логическую схему, изображённую на 

рис. 19.2.1.2. Для этого определим элементную базу, оценим кон-

структивную сложность и быстродействие данной схемы: 

Рис.19.2.1.2. ЛС с однофазными входами, реализующая 

факторную форму функции . 
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- количество элементов, необходимых для построения логи-

ческой схемы, показано в таблице 19.2.1.2; 

 

Таблица 19.2.1.2. 

Логические 

элементы 
на 1 вход 

на 2 вхо-

да 

Всего эле-

ментов 

И ─ 4 

9 ИЛИ ─ 2 

НЕ 3 ─ 

 

- конструктивная сложность схемы - SQ=15;  

- число ярусов сигнала на самом длинном пути от входа к 

выходу- T=5. 

Схема на рис. 19.2.1.1 удовлетворяет ограничению на число 

входов и является более предпочтительной по сравнению со схе-

мой 19.2.1.2, но по критериям цены и минимальности задержки - 

лучше схема 19.2.1.1. 

Факторизация булевой функции иногда приводит к уменьше-

нию цены синтезируемой схемы. Покажем это на примере фак-

торного преобразования МКНФ: 

   1 2 3 1 2 4 1 5f x x x x x x x x      , SQ=11, T=2; 

  1 2 3 4 1 5f x x x x x x     , SQ=9, T=3; 

 1 2 3 4 5f x x x x x     , SQ=8, T=4. 

 

19.2.2. Синтез ЛС с несколькими выходами 

 

Задача синтеза ЛС с n входами и т выходами отличается от 

задачи синтеза ЛС с одним выходом тем, что на каждом из выхо-

дов должна быть сформирована определённая булева функция 

входных переменных. Эту задачу можно решить синтезировани-

ем раздельно действующих узлов, каждый из которых реализует 

определённую выходную булеву функцию. Однако, даже при 

условии построения этих узлов минимальным образом, в целом 

логическое устройство может оказаться не минимальным, так как 

в узлах, реализующих различные выходные булевы функции, мо-

гут встречаться повторяющиеся элементы. Исходя из этих сооб-
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ражений, приведение каждой из выходных функций к минималь-

ной форме не является условием получения минимального 

устройства в целом.  

При минимизации устройства в целом некоторые функции и 

импликанты лучше оставить в неминимальной форме, если они 

являются общими для нескольких выходов. Если функции имеют 

общие члены, то можно провести их совместную оптимизацию, 

выражая одну функцию через другую или вводя промежуточные 

функции, которые могут быть реализованы один раз и использо-

ваны при построении нескольких функций. 

Рассмотри способ построения минимального логического 

устройства с несколькими выходами, функционирование которо-

го задано таблицей 19.2.2.1. 

 

Таблица 19.2.2.1 

1x  0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 

2x  0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1 

3x  0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 

4x  0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 

1 1 2 3 4( , , , )f x x x x  0 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 1 0 1 0 

2 1 2 3 4( , , , )f x x x x  0 0 0 1 0 0 0 1 1 0 1 1 1 0 1 1 

3 1 2 3 4( , , , )f x x x x  0 1 0 1 0 1 0 1 1 0 1 0 1 0 1 0 

 

Для каждой функции заполняем карту Карно и проводим ми-

нимизацию. 

Для функции 1f  имеем: 

 

 1 1 2 3 4 1 3 1 4 2 4, , ,f x x x x x x x x x x   . 
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Карта Карно для функции 2f : 

 
 

2 1 2 3 4 3 4 1 4( , , , )f x x x x x x x x  . 

Карта Карно для функции 3f : 

 
 

3 1 2 3 4 1 4 1 4( , , , )f x x x x x x x x  . 

Работа устройства описывается системой булевых функций: 

 

1 1 2 3 4 1 3 1 4 2 4

2 1 2 3 4 3 4 1 4

3 1 2 3 4 1 4 1 4

( , , , ) ;

( , , , ) ;

( , , , ) .

f x x x x x x x x x x

f x x x x x x x x

f x x x x x x x x

   


 


 

 

 

Из полученной системы выписываем полное множество 

конъюнкций:  

1 1 3К x x , 2 1 4К x x , 3 2 4К x x , 4 3 4К x x , 5 1 4К x x . 

Составляем таблицу покрытия конъюнкциями булевых 

функций, входящих в систему: 

 

Учебно-методические материалы. Филиал МИРЭА в г. Фрязино



139 
 

 1K  2K  3K  4K  5K  

1f  + + +   

2f     + + 

3f   +   + 

 

Как видно из таблицы, конъюнкция 2K  является общей для 

функций 1f  и 3f , конъюнкция 5K  является общей для функций 

2f  и 3f .  

На логической схеме устройства (рис.19.2.2.1), каждой общей 

конъюнкции соответствует один логический элемент. 

 

 
 

Проанализируем логическую схему, изображённую на 

рис. 19.2.2.1. Для этого определим элементную базу, оценим кон-

структивную сложность и быстродействие данной схемы: 

- количество элементов, необходимых для построения логи-

ческой схемы, показано в таблице 19.2.2.2; 

 

Рис.19.2.2.1. ЛС с однофазными входами и общей 

частью для выходных функций. 
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Таблица 19.2.2.2. 

Логические 

элементы 

на 1 вход на 2 входа на 3 входа Всего эле-

ментов 

И ─ 5 ─ 

10 ИЛИ ─ 2 1 

НЕ 2 ─ ─ 

 

- конструктивная сложность схемы определяется по Квайну - 

число входов логических элементов – SQ=19;  

- число ярусов сигнала на самом длинном пути от входа к 

выходу- T=3τ. 

 

19.2.3. Дешифратор (декодер) 

 

Дешифратор (декодер) служит для преобразования п-

разрядного позиционного двоичного кода в единичный выходной 

сигнал на одном из 2n выходов. При каждой входной комбинации 

сигналов на одном из выходов появляется 1. Таким образом, по 

единичному сигналу на одном из выходов можно судить о вход-

ной кодовой комбинации. 

Рассмотрим двухразрядный дешифратор. Его условное гра-

фическое обозначение изображено на рисунке 19.2.3.1. 

 

 
 

Дешифратор имеет два входа 1x , 2x  и четыре выхода 0y , 1y , 

2y , 3y . Его таблица истинности имеет вид: 

 

Рис.19.2.3.1. Условное графическое обозначе-

ние дешифратора. 
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1x  2x  0y  1y  2y  3y  

0 0 1 0 0 0 

0 1 0 1 0 0 

1 0 0 0 1 0 

1 1 0 0 0 1 

 

Устройство имеет два входа 1x , 2x  и четыре выхода 0y , 1y , 

2 ,y  3y . Для каждого выхода записывая СДНФ, получим систему 

уравнений: 

 

0 1 2

1 1 2

2 1 2

3 1 2

;

;

;

.

y x x

y x x

y x x

y x x








 

 

 

По этой системе уравнений строим логическую схему требу-

емого дешифратора (рисунок 19.2.3.2). 

Проанализируем логическую схему, изображённую на 

рис. 19.2.3.2. Для этого определим элементную базу, оценим кон-

структивную сложность и быстродействие данной схемы: 

- количество элементов необходимых для построения логи-

ческой схемы показано в таблице 19.2.3.1. 

 

Таблица 19.2.3.1. 

Логические 

элементы 

на 1 

вход 

на 2 

входа 

Всего 

элементов 

И ─ 4 
6 

НЕ 2 ─ 

 

- конструктивная сложность схемы – SQ=10;  

- число ярусов сигнала на самом длинном пути от входа к 

выходу- T=2τ. 
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Задачи для самостоятельного решения 

 

Задача 1. Для данной функции  , ,f x y z : 

1. Выяснить, какие её переменные являются существенными, 

а какие – фиктивными. 

2. Выразить  , ,f x y z  формулой, содержащей только суще-

ственные переменные. 

 

№  , ,f x y z  №  , ,f x y z  №  , ,f x y z  

1 1011 1011 11 0101 0000 21 1010 0101 

2 0011 1100 12 1100 1100 22 0011 0011 

3 0101 1111 13 0100 0100 23 1011 1011 

4 1000 1000 14 1111 0011 24 1111 1100 

1 

  

& 

  

& 

& 

& 

1 

    

  

  

  

  

Рис. 19.2.3.2. Схема дешифратора. 
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5 1010 0000 15 0000 0101 25 0110 0110 

6 1100 1111 16 0000 0011 26 1010 1111 

7 0010 0010 17 0011 0000 27 1010 1010 

8 1100 0011 18 1101 1101 28 1110 1110 

9 0000 1010 19 1111 0101 29 0001 0001 

10 1001 1001 20 0111 0111 30 0011 1111 

 

Задача 2. Построить таблицу булевой функции  , ,f x y z , за-

данной формулой. 

 

№  , ,f x y z  №  , ,f x y z  

1 x y z x z     16 x y z y    

2  x y z y x    17 x y z y    

3  x y z x    18  x y z x    

4 x y z y    19    x y z y    

5 x y z y    20  x y z x   

6 x y z y    21  x y z y    

7  x y x z    22  x y z y    

8  x y z x y     23  x y z y    

9  x y z y x    24 x y z x    

10  x y z x    25   x y z y    

11 x y z x y     26 x y y z    

12    x y z x    27    x y y z x    

13 x y z y    28  x y x y z     

14  x y z x    29 y z z x x     

15  x y z y    30 x y z y z     
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Задача 3. Функция  ,h x y  является суперпозицией функций 

nf  и kf . 

1. Построить логическую схему, реализующую функцию 

 ,h x y , при помощи логических элементов функций nf  и kf . 

Для схемы найти задержку и цену по Квайну. 

2. Написать таблицу функции  ,h x y , если  

 1 10010111f  ,  2 01101011f  ,  3 11100110f  , 

 4 01110011f  ,  5 11000111f  ,  6 10010100f  , 

 7 10110101f  ,  8 10000110f  ,  9 10100110f  , 

 10 01011000f  .  

3. Выразить  ,h x y  формулой. 

 

№ n k  ,h x y  № n k  ,h x y  

1 1 2   , , , ,n kf x f x x y y  16 8 7   , , , ,n kf x x f y x y  

2 2 1   , , , ,n kf x f y x y x  17 7 8   , , , ,n kf y f x y x y  

3 1 2   , , , ,n kf y f x y x x  18 5 9   , , , ,n kf x f y x x y  

4 3 5   , , , ,n kf x f y x y y  19 5 10   , , , ,n kf y f x y x x  

5 3 2   , , , ,n kf y f x y x x  20 10 9   , , , ,n kf x f x x y y  

6 4 3   , , , ,n kf x f y y x y  21 10 5   , , , ,n kf f x x y y x  

7 2 3   , , , ,n kf x f x y y y  22 7 9   , , , ,n kf f y y x x y  

8 5 2   , , , ,n kf y x f x x y  23 8 7   , , , ,n kf f x y y y x  

9 5 4   , , , ,n kf f x y y x y  24 7 8   , , , ,n kf f x y x x y  

10 3 2   , , , ,n kf x x f x y y  25 6 7   , , , ,n kf f y y x y x  

11 4 3   , , , ,n kf y x f y x y  26 9 2   , , , ,n kf x f y y x y  

12 2 4   , , , ,n kf x f x y y y  27 2 10   , , , ,n kf x y f x y x  

13 5 7   , , , ,n kf x y f y x x  28 3 9   , , , ,n kf f y y x x x  

14 9 8   , , , ,n kf y y f x y x  29 10 7   , , , ,n kf y x f x y x  

15 7 5   , , , ,n kf x y f x y y  30 8 3   , , , ,n kf x f y y x y  
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Задача 4. Для булевой функции  , ,f x y z : 

1. Построить логическую схему, реализующую функцию 

 , ,f x y z  при помощи логических вентилей «И», «ИЛИ», «НЕ». 

Для схемы найти задержку и цену по Квайну. 

2. Написать таблицу данной функции. 

3. Найти фиктивные переменные функции  , ,f x y z . 

4. Используя основные эквивалентности, преобразовать дан-

ную формулу в эквивалентную ей, но не содержащую фиктивных 

переменных. Построить логическую схему, найти её задержку и 

цену по Квайну. 

 

№  , ,f x y z  №  , ,f x y z  

1 xyz x y z xy xyz      16 xyz y z xyz x y z       
2 xyz yz x x y z      17 xyz xyz y z xyz     
3 xyz xy x y z xyz      18 xyz xz xy x y z      
4 xyz x y xyz x y z       19 xyz z y xyz x y z       
5 yz xyz x yz x y z      20 xyz xz yz y z     
6 xyz x y x y z xyz       21 xyz x y z xz xyz      
7 xyz xyz x y xyz     22 x y z xyz xyz xyz      

8 xyz yz xz x y z      23 xz xyz xyz x y z      
9 xyz x y xyz x y z       24 xyz x z xyz x y z       

10 xyz yz xy x y     25 xy xyz x yz x y z      

11 xyz x y z yz xyz      26 xyz x z xyz x y z       
12 xyz xy yz x y z      27 xyz xyz x y z xyz      
13 yz xyz x y z xyz      28 xyz xy x y z yz      
14 xyz y z x y z xyz       29 xyz x z x y z xyz       
15 xz x yz x y z xyz      30 xyz xy x z xz     

 

 

Учебно-методические материалы. Филиал МИРЭА в г. Фрязино



146 
 

Задача 5. Преобразовать  1 2 3 4, , ,f x x x x , используя формулу 

дизъюнктивного разложения по совокупности переменных nx , 

kx , представляя получаемые функции от двух переменных фор-

мулами над множеством элементарных связок: отрицание, конъ-

юнкция, дизъюнкция, импликация, сумма по модулю два, эквива-

лентность, штрих Шеффера, стрелка Пирса. 

 

№  1 2 3 4, , ,f x x x x  n k №  1 2 3 4, , ,f x x x x  n k 

1 0110 1110 1101 1001 1 2 16 1100 0100 0111 0110 2 3 

2 0110 1110 1101 1001 1 3 17 1100 0100 0111 0110 2 4 

3 0110 1110 1101 1001 1 4 18 1100 0100 0110 0110 3 4 

4 0110 1110 1101 1001 2 3 19 1110 0111 0101 1011 1 2 

5 0110 1110 1101 1001 2 4 20 1110 0111 0101 1011 1 3 

6 0110 1110 1101 1001 3 4 21 1110 0111 0101 1011 1 4 

7 1010 1110 0110 0101 1 2 22 1110 0111 0101 1011 2 3 

8 1010 1110 0110 0101 1 3 23 1110 0111 0101 1011 2 4 

9 1010 1110 0110 0101 1 4 24 1110 0111 0101 1011 3 4 

10 1010 1110 0110 0101 2 3 25 1010 0110 1111 0111 1 2 

11 1010 1110 0110 0101 2 4 26 1010 0110 1111 0111 1 3 

12 1010 1110 0110 0101 3 4 27 1010 0110 1111 0111 1 4 

13 1100 0100 0111 0110 1 2 28 1010 0110 1111 0111 2 3 

14 1100 0100 0111 0110 1 3 29 1010 0110 1111 0111 2 4 

15 1100 0100 0111 0110 1 4 30 1010 0110 1111 0111 3 4 

 

Задача 6. С помощью MS (41) синтезировать булеву функ-

цию трёх переменных  , ,f x y z . 

 

№  , ,f x y z  №  , ,f x y z  №  , ,f x y z  

1 0101 0000 11 1010 0101 21 1011 1011 

2 1100 1100 12 0011 0011 22 0011 1100 

3 0100 0100 13 1011 1011 23 0101 1111 

4 1111 0011 14 1111 1100 24 1000 1000 

5 0000 0101 15 0110 0110 25 1010 0000 

6 0000 0011 16 1010 1111 26 1100 1111 
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7 0011 0000 17 1010 1010 27 0010 0010 

8 1101 1101 18 1110 1110 28 1100 0011 

9 1111 0101 19 0001 0001 29 0000 1010 

10 0111 0111 20 0011 1111 30 1001 1001 

 

Задача 7. 

1. Выяснить вопрос о равносильности ДНФ 1f , 2f , 3f  сведе-

нием их к СДНФ. 

2. Преобразовать с помощью дистрибутивных законов 2f  в 

КНФ, упростить полученное выражение. 

 

№ 1f  2f  3f  

1 yz xy xy   xz xy  z y  

2 yz xz xyz xy    xy xy yz   xz y xz   

3 yz xz xy   yz xy xy yz    xyz xyz x   

4 xyz xz xyz   xyz z xy   xy yz  

5 yz xy yz xz    xy xz yz   xy xz yz   

6 yz xyz xyz   xz xy  xyz x  

7 xyz xz yz xyz    xy xy xz   xz xy z   

8 xyz xy yz xz xyz     xy xy z   yz yz xz   

9 yz xyz yz xy    xy xy xz   y z  

10 xyz yz xz xyz    xy xy xz   x yz  

11 xyz yz xy xyz    yx xy x   yz yz x   

12 xyz yx xyz yz    xy yz z   yx xz xz   

13 yz xz yz   xy yz  x z  

14 yz xyz xy xz    yz yz xz   xy xy z   

15 zy yz xz xz    z y yz xz zx    xyz y xyz   

16 xyz xy xyz   xyz yz x   xz yz  

17 xz xy xz yz    xy xz yz   xy xz yz   

18 xz xyz xyz   xy yz  y xyz  
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19 xy xyz xz xyz    xy yz yz   x xy yz   

20 xyz yz xy xyz    yz yz x   xz xy xz   

21 xz xz xyz yz    xy yz yz   x z  

22 xyz xz xy xyz    xy yz yz   y xz  

23 xyz xz xy xyz    xy xy yz   xz y xz   

24 xyz xz xyz yz    yz x xz   xy xy yz   

25 xy xz  xy xyz  yz xyz xyz   

26 xz y xyz   xy xz  xyz xyz yz   

27 xy xz yz   xy yz xy xz    yz xy xz   

28 xyz xy xyz   yz xz  xyz z  

29 yz xyz xy xyz    xz yz xz   yz y xz   

30 xz y xz   xyz xz xyz yz    xy xy yz   

 

Задача 8. Для функции  , ,f x y z : 

1. Найти двумя способами полином Жегалкина. 

2. При помощи вентилей «И», «М2» и константы 1, которая 

считается данной, построить логическую схему, реализующую 

полином Жегалкина функции. Для ЛС найти задержку и цену по 

Квайну. 

3. Найти СДНФ и СКНФ.  

4. Используя вентили «И», «ИЛИ», «НЕ», построить логиче-

скую схему, реализующую СДНФ. Для ЛС найти задержку и це-

ну по Квайну. 

 

№  , ,f x y z  №  , ,f x y z  №  , ,f x y z  

1 1001 0111 11 0011 1000 21 0111 1001 

2 0110 1011 12 0001 0110 22 0100 1010 

3 1110 0110 13 1101 1010 23 0011 1000 

4 0111 1001 14 0101 1100 24 1000 0111 

5 1100 0111 15 1110 1101 25 0110 0011 

6 1001 0100 16 0010 1000 26 0111 1010 

7 1011 0101 17 1010 1101 27 1101 0111 
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8 1000 0110 18 0010 0110 28 0011 1110 

9 1010 0110 19 1010 0111 29 1101 1000 

10 0101 1000 20 0101 1001 30 0110 0101 

 

Задача 9. 

1. Доопределить функции  , ,f x y z ,  , ,g x y z ,  , ,h x y z  так, 

чтобы f M , g L , h S . Если построение какой-либо функции 

невозможно, докажите это.  

2. Выясните вопрос о принадлежности построенных функций 

к классам 0T  и 1T . 

 

№  , ,f x y z   , ,g x y z   , ,h x y z  

1 - 10 - 1- - - - - 10 - - 0- 0 - 0 - - 11 - 1 

2 - - - 01 - - - 0 - - - 110 - 11 - - 10 - - 

3 - - - 0 - 10 - - - - 00 - 10 - 1 - - 01 - 0 

4 - 1 - - - - 0 - 01 - 0 - 1 - - 101 - 1 - - - 

5 - - - 0 - 01 - 0 - 10 - - -1 - - 10 - - 01 

6 - - 1 - - 0 - - - 01 - - 1 - 1 - 1 - 0 - 1 - 0 

7 - 0 - 0 1 - - - 1 - - - 001 - - 00 - 1 - - 1 

8 - 1 - 1 - - 0 - - - - 11 - 01 - 1 - - 10 - 0 

9 - 01 - - 0 - - 10 - 1 - 0 - - 0 - - - 101 - 

10 - - - 01 - 1 - 1 - 01 - - - 0 1 - - 1 - 00 - 

11 - 1 - - - - 01 1 - 1 - - - 00 1 - 10 - - 1 - 

12 0 - - 01 - - - - - 001 - 0 - - - 10 - - 00 

13 0 - 1 - - 0 - - - - 101 - 1 - - 10 - 0 - - 1 

14 01 - - - - 0 - - 00 - 1 - 1 - 11 - 1 - 0 - - 

15 - - - 01 - - 1 0 - - - 001 - - 010 - - - 1 

16 - - 1 - - 0 - 1 - 10 - 0 - - 1 - 1 - - 10 - 0 

17 - 1 - - - 10 - 0 - - 1 - 0 - 0 00 - 1 - 1 - - 

18 - - 001 - - - - - 1 - 11 - 0 00 - 0 - 0 - - 

19 - 01 - - 0 - - - - - 001 - 0 01 - - 01 - - 

20 - 1 - - 0 - 0 - 1 - - 0 - 1 - 1 0 - 10 - - 0 - 

21 - - - 01 - 1 - - - 0 - 00 - 1 - - - 1 -010 

22 - - 11 - 0 - - - - - 110 - 1 - 1 - - 10 - 0 

23 - 10 - - - 0 - 1 - - - 110 - 0 - - 1 - 10 - 
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24 - 01 - - 0 - - - 01 - 1 - - 0 - 1 - 0 - 0 - 1 

25 - 0 - 01 - - - - 1 - 01 - 01 1 - - 0 - 10 - 

26 - 1 - 1 - - 0 - 1 - - 0 - 01 - - - 01 - - 11 

27 - 0 - 01 - - - 01 - 1 - 0 - - 0 - 00 - - 0 - 

28 - - 11 - 0 - - - 10 - 1 - 0 - 0 - - 1 - 01 - 

29 - 1 - - 011 - 01 - - 1 - 0 - - 101 - - - 0 

30 - - - 011 - - - 0 - - 101 - 00 - 0 - 0 - - 

 

Задача 10.  

1. Можно ли из функции  , ,f x y z  с помощью суперпозиций 

получить  , ,g x y z ? 

2. Верно ли, что    , ,f x y z g ? 

 

№   №   

1 1001 0110 1110 0110 16 1010 0100 1000 1110 

2 1001 0100 1101 0100 17 0101 1110 1011 0000 

3 0111 1010 1000 0110 18 1101 0000 1101 0100 

4 1101 1010 1010 1010 19 1100 0001 1101 1000 

5 0110 1111 1010 0110 20 1001 1000 1110 1000 

6 1000 0110 1001 1000 21 1011 0010 1100 0110 

7 0110 1110 1001 0010 22 1000 1100 0011 1010 

8 1000 0110 1101 1001 23 1001 0110 1111 0010 

9 1100 0111 1001 1110 24 1100 1110 1000 0001 

10 1010 0110 1001 0110 25 1100 0011 1001 1000 

11 1110 1000 1100 1000 26 1001 0110 1101 1100 

12 1000 0000 1100 0011 27 0111 1010 1001 1010 

13 0111 1110 1101 0000 28 1101 0000 1110 1000 

14 1110 0000 1011 0010 29 1111 0111 1010 1000 

15 1110 1111 1100 0010 30 1000 1000 1001 0110 

 

Задача 11.  

1. Для функций  и  выяснить вопрос об их 

принадлежности классам . 

 , ,f x y z  , ,g x y z  , ,f x y z  , ,g x y z

 , ,f x y z  , ,g x y z

0 1, , , ,T T L S M
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2. В случае, если некоторая функция представляет из себя 

функционально полный класс, то: 

- выразить из неё с помощью суперпозиций функции 0, 1, , ; 

- реализовать функции 0, 1, ,  на логических элементах 

функции, представляющей функционально полный класс. 

3. В случае, если некоторая функция представляет из себя 

функционально полный в слабом смысле класс, то: 

- выразить из неё с помощью суперпозиций и фиксирования пе-

ременных функции , ; 

- реализовать функции ,  на логических элементах функции, 

представляющей функционально полный в слабом смысле класс. 

 

№   №   

1 1100 0111 1101 1000 16 1110 1111 1100 0010 

2 1110 1010 0011 0101 17 1101 1110 1011 0011 

3 0100 1101 1100 1110 18 1100 0001 1101 1110 

4 1111 0100 1001 1010 19 1101 0000 1101 0100 

5 0110 1001 1101 0100 20 1011 0010 1100 0110 

6 1000 0010 0000 1101 21 1001 1000 1110 1000 

7 1011 1101 1100 0100 22 0001 0110 1111 0010 

8 1111 1010 0101 1111 23 1000 1100 0011 1010 

9 1000 0001 1110 1010 24 1100 0011 1000 0001 

10 1101 1100 0001 1010 25 1100 1110 1001 1000 

11 0010 0000 1100 1000 26 1001 1110 0101 0100 

12 1001 0000 1000 0011 27 1101 0000 1110 1001 

13 1110 0000 1011 0010 28 0111 1010 1011 1010 

14 0111 1110 1101 0000 29 1000 1100 1001 0111 

15 0010 0100 1000 1110 30 1111 0111 1011 1100 

 

Задача 12. Для данной функции , заданной век-

торно, проделать следующее: 

1. Записать её СДНФ и СКНФ. 

2. Методом Квайна найти сокращённую ДНФ. 

3. Для сокращенной ДНФ построить матрицу Квайна, указать 

ядровые импликанты. 

x xy

x xy

x xy

x xy

 , ,f x y z  , ,g x y z  , ,f x y z  , ,g x y z

 , , ,f x y z w
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4. С помощью матрицы Квайна найти минимальную ДНФ, 

указать её сложность. 

5. Найти минимальные ДНФ и КНФ данной функции с по-

мощью карт Карно. 

6. По полученным минимальным ДНФ и КНФ построить 

комбинационные схемы с однофазными входами в булевом бази-

се. Определить цену и задержку каждой из схем. 

 

№  №  

1 1111 0101 0011 1101 16 0100 1110 1101 1111 

2 1101 1110 1010 1110 17 1111 1110 0111 1100  

3 0111 0001 1111 1101 18 1000 1011 1111 1111 

4 1011 1111 1111 1000 19 1111 1101 1110 0001 

5 1101 0101 1101 1111 20 1101 0111 1100 1110 

6 1111 1110 1010 0011 21 1011 1111 1010 1101 

7 1111 0010 0111 1110 22 1001 1101 1010 1111 

8 1100 1110 1111 1011 23 1110 0110 1111 1100 

9 1100 0110 1111 0111 24 0011 1011 1010 1111 

10 1011 1111 1110 0010 25 1111 0110 1110 1110 

11 1011 1111 0001 1111 26 1001 1011 1111 1010 

12 1110 1100 1111 1001 27 1001 1110 0111 0011 

13 1111 1110 0111 0011 28 1010 1111 0111 0011 

14 1110 0110 1111 1100 29 0111 0111 0101 1011 

15 1101 1111 1110 1010 30 1111 0011 0111 0111 

 

 

Задача 13. 

1. Для функций , ,  найти 

минимальные ДНФ и минимальные КНФ с помощью карт Карно, 

указать сложности минимальных ДНФ. 

2. Для функции  по полученным минимальным 

ДНФ и КНФ построить схемы с парафазными входами в универ-

сальных базисах И-НЕ, ИЛИ-НЕ. Определить цену и задержку 

каждой из схем. 

 

 , , ,f x y z w  , , ,f x y z w

 , ,f x y z  , , ,g x y z w  , , , ,h x y z w t

 , , , ,h x y z w t
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№  

1 =(1011 1100) 

=(1110 1110 1111 0001) 

=(1011 1110 1100 1111 1111 0001 0101 1100) 

2 =(0111 1010) 

=(1111 0010 1111 0111) 

=(1100 1011 1011 1110 1110 1011 0111 1111) 

3 =(1001 1001) 

=(1101 1001 1111 0011) 

=(1011 1111 0011 0001 0110 1101 1011 1110) 

4 =(1110 1110) 

=(1011 1010 1111 1110) 

=(1100 1100 1110 1111 1000 1111 1011 1111) 

5 =(1010 1111) 

=(1101 1100 1111 1101) 

=(1101 0011 1111 1101 1110 1101 0111 1100) 

6 =(0110 1111) 

=(1111 1011 0011 1101) 

=(1011 1100 1111 1000 0111 1011 1110 0101) 

7 =(1000 1101) 

=(1010 1111 1011 1110) 

=(1100 1110 0111 1111 0001 1111 1011 0111) 

8 =(0111 0110) 

=(1100 1110 1100 1111) 

=(1010 1110 1111 1101 0111 1001 1110 0000) 

9 =(1110 0011) 

=(1101 1011 1111 1101) 

=(1001 1100 1101 1111 1101 1111 0001 1011) 

 , ,f x y z

 , , ,g x y z w

 , , , ,h x y z w t

 , ,f x y z

 , , ,g x y z w

 , , , ,h x y z w t

 , ,f x y z

 , , ,g x y z w

 , , , ,h x y z w t

 , ,f x y z

 , , ,g x y z w

 , , , ,h x y z w t

 , ,f x y z

 , , ,g x y z w

 , , , ,h x y z w t

 , ,f x y z

 , , ,g x y z w

 , , , ,h x y z w t

 , ,f x y z

 , , ,g x y z w

 , , , ,h x y z w t

 , ,f x y z

 , , ,g x y z w

 , , , ,h x y z w t

 , ,f x y z

 , , ,g x y z w

 , , , ,h x y z w t
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10 =(0111 0101) 

=(1010 1110 1110 1111) 

=(1010 1110 0111 1110 0011 1110 0110 0101) 

11 =(1000 1111) 

=(1001 0001 1110 1110) 

=(0101 1110 1110 0111 0111 1110 1101 0110) 

12 =(1011 0111) 

=(1101 1011 1110 1110) 

=(1010 0111 1101 1111 1000 1111 1110 1001) 

13 =(0011 1101) 

=(0111 1011 0011 1110) 

=(1001 1100 1110 1111 1100 1111 1010 0000) 

14 =(1011 0111) 

=(1000 0110 1111 1110) 

=(0110 1101 1111 1101 1111 1011 0111 1110) 

15 =(0111 0101) 

=(1011 1101 0011 0111) 

=(1010 1111 1011 1101 0111 1110 1101 1110) 

16 =(0111 1110) 

=(1100 1100 0111 1100) 

=(1101 0111 1101 1011 0111 1110 1111 0000) 

17 =(1111 0110) 

=(0011 0111 1111 1011) 

=(0101 1000 1111 1100 1000 1110 1110 0111) 

18 =(0111 1001) 

=(1100 1100 1110 0011) 

=(0100 1111 1101 0111 1111 0101 1110 1101) 
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19 =(1000 1110) 

=(0111 1110 0011 1110) 

=(0001 1111 1011 1101 0010 1111 1000 1000) 

20 =(0111 1001) 

=(1010 1110 1111 1101) 

=(1011 0001 1111 1100 0111 1001 1110 1110) 

21 =(0101 1100) 

=(1111 0011 1011 1111) 

=(1001 1011 1100 1110 0001 0111 1011 1000) 

22 =(0111 0101) 

=(1100 0000 1110 1101) 

=(1011 1111 1101 0111 1110 1110 0111 0001) 

23 =(1001 0110) 

=(1101 1110 1101 1111) 

=(0111 1110 1110 0011 1111 0011 1001 1111) 

24 =(0001 1100) 

=(1100 1110 0111 1111) 

=(1010 1111 1101 1100 1111 1010 1101 0110) 

25 =(1000 1110) 

=(1010 0111 1110 1100) 

=(0111 0111 1010 0011 1111 0010 1010 1111) 

26 =(1110 0101) 

=(1101 1001 1111 0111) 

=(0110 1111 1110 1010 0110 0110 1101 0010) 

27 =(1101 1100) 

=(0011 0011 1011 1111) 

=(1001 1110 1001 1111 0010 1001 1111 0011) 
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28 =(1110 0110) 

=(1010 0101 1111 1011) 

=(0111 1011 1011 1111 1111 1011 0010 1111) 

29 =(0001 1111) 

=(1101 0111 1110 0110) 

=(1101 0100 1111 0111 1110 0110 1111 1000) 

30 =(1100 0011) 

=(0110 1101 1111 1000) 

=(0111 1010 1110 0111 1110 0111 1110 0110) 
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