
Л.А. Троицкая 

Ряды Фурье
Учебное пособие 

МОСКВА 2019 

МИНОБРНАУКИ РОССИИ
Федеральное государственное бюджетное образовательное 

учреждение высшего образования 
«МИРЭА – Российский технологический университет» 

РТУ МИРЭА 

МИНОБРНАУКИ РОССИИ
Федеральное государственное бюджетное образовательное

учреждение высшего образования
«МИРЭА – Российский технологический университет»

РТУ МИРЭА

Л.А. Троицкая

Ряды  Фурье
Учебное пособие

МОСКВА 2019



УДК 517.518.45(075.8) 
ББК 22.161.5я73                 
        Т70

 

Троицкая Л.А. Ряды Фурье: Учебное пособие / Федеральное государ-
ственное бюджетное образовательное учреждение высшего обра-
зования «МИРЭА — Российский технологический университет»–  
М. Типография «Ваш формат», 2019. – 52 с., табл.7, ил.34, библиогр.:  
4 назв.

   ISBN 978-5-00147-098-4

Учебное пособие составлено по одному из разделов курса математи-
ческого анализа – теории рядов Фурье и их приложений в решении про-
стейших задач математической физики. Материал может быть исполь-
зован для проведения практических работ по курсам математического 
анализа и методам математической физики, читаемым в технических 
высших учебных заведениях.

УДК 517.518.45(075.8) 
ББК 22.161.5я73  

ISBN 978-5-00147-098-4                             © Л.А. Троицкая, 2019

Т70



3

ВВЕДЕНИЕ

Практические занятия по теме «Ряды Фурье» в курсе математического 
анализа в технических высших учебных заведениях сводятся фактически 
к вычислению однотипных интегралов, представляющих собой коэф-
фициенты ряда Фурье. При этом не становится наглядным, а то и вовсе 
теряется основной смысл таких разложений как аппроксимирующих пе-
риодические функции. То же можно сказать и о решениях уравнений ма-
тематической физики. Получив представления их  в виде разложений по 
собственным функциям, студенты, естественно, не в состоянии оценить 
физический смысл найденных решений. 

Для того, чтобы наглядно убедиться в том, что разложения Фурье по 
тригонометрической системе функций достаточно точно аппроксимируют 
периодические функции, необходимо начертить графики частичных сумм 
найденных рядов. Но, если чертежи частичных сумм второго, третьего, 
четвертого порядков еще можно, хотя и с некоторыми затруднениями, по-
лучить «вручную», то графики частичных сумм более высоких порядков, 
которые наиболее точно приближают заданные функциональные зависи-
мости, начертить без применения современных вычислительных средств 
практически невозможно.

Аналогично, физический смысл решений уравнений в частных произ-
водных становится более понятным, когда удается представить найденное 
решение, например, либо в виде графика распространения волн (для урав-
нений гиперболического типа), либо в виде поверхности распределения 
температуры или потенциала (для уравнений, соответственно, параболи-
ческого или эллиптического типа). Используя графические возможности 
вычислительной техники, получать такие изображения нетрудно.

В данном пособии студентам предлагается решить шесть задач по ука-
занной выше тематике с использованием программы Mathеmatica. Все за-
дачи снабжены необходимым для их решения теоретическим материалом, 
который может быть использован даже при подготовке к экзамену по ма-
тематическому анализу, и подробно разобранным примером. Приобретен-
ными таким образом навыками работы с математическими программами 
студенты могут воспользоваться для написания курсовых и практических 
работ по другим дисциплинам.
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1.Разложение в ряд Фурье 
2π-периодических функций

Определение 1.1. Пусть f(x) 2π-периодическая функция, имеющая на 
отрезке [-π,π] не более конечного числа точек разрыва и абсолютно ин-
тегрируема на нем. Рядом Фурье этой функции называется ряд
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коэффициенты которого вычисляются по следующим формулам: 

 

При этом говорят, что рядом Фурье функции f(x) является 
ряд (1.1) и записывают этот факт следующим образом: 

. 

Заметим, что из определения вовсе не вытекает, что ряд (1.1) 
сходится вообще и,тем более, из определения не следует, что ряд 
(1.1) сходится к функции f(x). Существует достаточно много тео-
рем ([1],[2]), дающих ответ на вопрос о том, какими свойствами 
должна обладать функция для того, чтобы ее ряд Фурье сходился 
бы к ней. Приведем здесь только одну из них. 
Определение 1.2. Будем говорить, что функция удовлетворяет 
условию Дирихле на некотором отрезке, если этот отрезок можно 
разбить на конечное число отрезков так, что внутри каждого из 
них функция монотонна и ограничена. 
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Заметим, что из определения вовсе не вытекает, что ряд (1.1) сходится 
вообще и,тем более, из определения не следует, что ряд (1.1) сходится 
к функции f(x). Существует достаточно много теорем ([1],[2]), дающих 
ответ на вопрос о том, какими свойствами должна обладать функция для 
того, чтобы ее ряд Фурье сходился бы к ней. Приведем здесь только одну 
из них.
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Определение 1.2. Будем говорить, что функция удовлетворяет усло-
вию Дирихле на некотором отрезке, если этот отрезок можно разбить 
на конечное число отрезков так, что внутри каждого из них функция 
монотонна и ограничена.

Теорема1.1. (см.[2],[3])Если функция f(x) с периодом 2π имеет на от-
резке [-π,π] не более конечного числа точек разрыва и удовлетворяет усло-
вию Дирихле на нем, то f(x) разлагается в свой ряд Фурье в каждой точке 
непрерывности, а в точках разрыва x0 ряд Фурье сходится к
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Мы будет искать разложения Фурье только для таких функ-
ций, тем самым сходимость получаемых рядов Фурье будет обес-
печена этой теоремой. 
Определение1.3. Частичной суммой ряда Фурье (1.1) n-ого по-
рядка  называется сумма n первых слагаемых ряда плюс 
нулевое слагаемое. А именно: 

. 

С помощью формул Эйлера, выражающих косинус и синус 
через показательную функцию, ряд Фурье (1.1) функции f(x) 
можно записать в комплексной форме: 
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Задача1. Продлить функцию f(x)=  заданную 

на отрезке [-π,π] периодически на всю числовую ось. Начертить 
график полученной таким образом функции, а также, графики ча-
стичных сумм ее ряда Фурье 2-ого, 20-ого и 40-ого порядков. За-
писать ряд Фурье данной функции в комплексной форме. Для 
решения задачи воспользоваться средствами программы Mathe-
matica. 
Решение. Для начала найдем частичные суммы ряда Фурье за-
данных порядков и продолженную периодическим образом на 
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Мы будет искать разложения Фурье только для таких функций, тем 
самым сходимость получаемых рядов Фурье будет обеспечена этой те-
оремой.
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емое. А именно:
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С помощью формул Эйлера, выражающих косинус и синус через по-
казательную функцию, ряд Фурье (1.1) функции f(x) можно записать в 
комплексной форме:
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Определение1.3. Частичной суммой ряда Фурье (1.1) n-ого по-
рядка  называется сумма n первых слагаемых ряда плюс 
нулевое слагаемое. А именно: 

. 

С помощью формул Эйлера, выражающих косинус и синус 
через показательную функцию, ряд Фурье (1.1) функции f(x) 
можно записать в комплексной форме: 
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Задача1. Продлить функцию f(x)=  заданную 

на отрезке [-π,π] периодически на всю числовую ось. Начертить 
график полученной таким образом функции, а также, графики ча-
стичных сумм ее ряда Фурье 2-ого, 20-ого и 40-ого порядков. За-
писать ряд Фурье данной функции в комплексной форме. Для 
решения задачи воспользоваться средствами программы Mathe-
matica. 
Решение. Для начала найдем частичные суммы ряда Фурье за-
данных порядков и продолженную периодическим образом на 

0x

2
)0()0( 00 -++ xfxf

)(xSn

))sin()cos((
2

)(
1

0 kxbkxaaxS k
n

k
kn å

=
++=

,~ å
¥+

¥-

inx
necf(x)

.,...)3,2,1(
2

)(
2
1

00 acиnibadxexfс nninx
n =±±±=

-
== ò

-

-
p

pp

ïî

ï
í
ì

£<-

££-

,0,13

,0,
2

3

p

p

xx

xe x

Задача1. Продлить функцию 

 

 

Теорема1.1. (см.[2],[3])Если функция f(x) с периодом 2π имеет на 
отрезке [-π,π] не более конечного числа точек разрыва и удовле-
творяет условию Дирихле на нем, то f(x) разлагается в свой ряд 
Фурье в каждой точке непрерывности, а в точках разрыва  ряд 

Фурье сходится к . 

Мы будет искать разложения Фурье только для таких функ-
ций, тем самым сходимость получаемых рядов Фурье будет обес-
печена этой теоремой. 
Определение1.3. Частичной суммой ряда Фурье (1.1) n-ого по-
рядка  называется сумма n первых слагаемых ряда плюс 
нулевое слагаемое. А именно: 

. 

С помощью формул Эйлера, выражающих косинус и синус 
через показательную функцию, ряд Фурье (1.1) функции f(x) 
можно записать в комплексной форме: 

 

где 

 

 

Задача1. Продлить функцию f(x)=  заданную 

на отрезке [-π,π] периодически на всю числовую ось. Начертить 
график полученной таким образом функции, а также, графики ча-
стичных сумм ее ряда Фурье 2-ого, 20-ого и 40-ого порядков. За-
писать ряд Фурье данной функции в комплексной форме. Для 
решения задачи воспользоваться средствами программы Mathe-
matica. 
Решение. Для начала найдем частичные суммы ряда Фурье за-
данных порядков и продолженную периодическим образом на 

0x

2
)0()0( 00 -++ xfxf

)(xSn

))sin()cos((
2

)(
1

0 kxbkxaaxS k
n

k
kn å

=
++=

,~ å
¥+

¥-

inx
necf(x)

.,...)3,2,1(
2

)(
2
1

00 acиnibadxexfс nninx
n =±±±=

-
== ò

-

-
p

pp

ïî

ï
í
ì

£<-

££-

,0,13

,0,
2

3

p

p

xx

xe x
 заданную 



Л. А.Троицкая

6

на отрезке [-π,π] периодически на всю числовую ось. Начертить график 
полученной таким образом функции, а также, графики частичных сумм 
ее ряда Фурье 2-ого, 20-ого и 40-ого порядков. Записать ряд Фурье дан-
ной функции в комплексной форме. Для решения задачи воспользовать-
ся средствами программы Mathematica.

Решение. Для начала найдем частичные суммы ряда Фурье задан-
ных порядков и продолженную периодическим образом на отрезок 
[-3π,3π] функцию f(x) с помощью указанного ниже оператора програм-
мы Mathematica.

 

 

отрезок [-3π,3π] функцию f(x) с помощью указанного ниже опера-
тора программы Mathematica. 

 
Для того, чтобы построить график некоторой функции с по-

мощью программы Mathematica, необходимо предварительно 
изучить возможности графического пакета программ, содержа-
щегося в ней. Каждая из этих программ содержит в себе множе-
ство опций, правильно задавая которые можно добиться того, что 
строящийся график будет изображен полностью. Напротив, не-
правильно заданные опции могут привести даже не только к ча-
стичной, но и полной потере графика. Используя простейший 
оператор «Plot» построения двумерных графиков в декартовой 

Для того, чтобы построить график некоторой функции с помощью 
программы Mathematica, необходимо предварительно изучить возмож-
ности графического пакета программ, содержащегося в ней. Каждая из 
этих программ содержит в себе множество опций, правильно задавая 
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которые можно добиться того, что строящийся график будет изображен 
полностью. Напротив, неправильно заданные опции могут привести 
даже не только к частичной, но и полной потере графика. Используя 
простейший оператор «Plot» построения двумерных графиков в декар-
товой системе координат, указав дополнительно границы изменения по 
каждой из осей, построим графики найденных функций:
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Как видно из графика, частичная сумма ряда Фурье 2-ого 

порядка значительно отличается от заданной функции, в то время 
как с увеличением порядка частичных сумм приближение стано-
вится все более точным. Заметим также, что в точках разрыва ап-
проксимируемой функции частичные суммы ряда Фурье ее не-
прерывны и с увеличением порядка стремятся к значению 

, где - точка разрыва. 

Найдем теперь комплексную форму ряда Фурье заданной 
функции. Вычислим для начала коэффициенты Фурье 
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, где x0 - точка разрыва.

Найдем теперь комплексную форму ряда Фурье заданной функции. 
Вычислим для начала коэффициенты Фурье an, bn (n = 0, 1, 2, 3...).
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    Получим: 
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Таким образом, искомая комплексная форма ряда Фурье ис-

ходной функции будет иметь вид: 

 

Заметим, что получать такие столь сложные разложения 
«вручную» очень не просто да и нецелесообразно при наличии 
современных компьютерных вычислительных средств. 
Задачи для самостоятельного решения. Продлить функцию f(x) 
заданную на отрезке [-π,π] периодически на всю числовую ось. 
Начертить график полученной таким образом функции, а также 
графики частичных сумм ее ряда Фурье 2-ого, 20-ого и 40-ого 
порядка. Записать ряд Фурье данной функции в комплексной 
форме. Для решения задачи воспользоваться средствами про-
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  Таким образом, искомая комплексная форма ряда Фурье исходной 
функции будет иметь вид:
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Заметим, что получать такие столь сложные разложения «вручную» 
очень не просто да и нецелесообразно при наличии современных ком-
пьютерных вычислительных средств.

Задачи для самостоятельного решения. Продлить функцию f(x) 
заданную на отрезке [-π,π] периодически на всю числовую ось. Начер-
тить график полученной таким образом функции, а также графики ча-
стичных сумм ее ряда Фурье 2-ого, 20-ого и 40-ого порядка. Записать 
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ряд Фурье данной функции в комплексной форме. Для решения задачи 
воспользоваться средствами программы Mathematica. Данные для зада-
чи представлены в следующей таблице:

№ f(x) № f(x)

1.
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При этом говорят, что рядом Фурье функции f(x) является ряд (2.1) и 
записывают этот факт следующим образом:
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Определение 2.2. Частичной суммой ряда Фурье (2.1) n-ого порядка 
Sn(x) называется сумма n первых слагаемых ряда плюс нулевое слагае-
мое. А именно:
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С помощью формул Эйлера, выражающих косинус и синус через по-
казательную функцию, ряд Фурье (2.1) функции f(x) можно записать в 
комплексной форме:

 

 

С помощью формул Эйлера, выражающих косинус и синус 
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стичных сумм ее ряда Фурье 2-ого, 20-ого и 40-ого порядка. Записать 
ряд Фурье данной функции в комплексной форме. Для решения задачи 
воспользоваться средствами программы Mathematica.

Решение. Для начала найдем частичные суммы ряда Фурье задан-
ных порядков и продленную на отрезок [-21,21] функцию f(x) с помо-
щью указанного ниже оператора программы Mathematica.
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Замечание2.1.Периодические продолжения функций, заданных в 
задачах 1 и 2, строятся с помощью функции 
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Задачи для самостоятельного решения. Продлить функцию f(x) 
заданную на отрезке [-l,l] периодически на всю числовую ось. Начер-
тить график полученной таким образом функции, а также графики ча-
стичных сумм ее ряда Фурье 2-ого, 20-ого и 40-ого порядка. Записать 
ряд Фурье данной функции в комплексной форме. Для решения задачи 
воспользоваться средствами программы Mathematica. Данные для зада-
чи представлены в следующей таблице:

№ f(x) l № f(x) l
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Задачи для самостоятельного решения. Продлить функцию f(x) 
заданную на отрезке [-l,l] периодически на всю числовую ось. 
Начертить график полученной таким образом функции, а также 
графики частичных сумм ее ряда Фурье 2-ого, 20-ого и 40-ого 
порядка. Записать ряд Фурье данной функции в комплексной 
форме. Для решения задачи воспользоваться средствами про-
граммы Mathematica. Данные для задачи представлены в следу-
ющей таблице: 
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3. Ряды Фурье для четных и нечетных функций с произ-

вольным периодом. О разложении в ряды косинусов и синусов 
функций, заданных на отрезке [0,l] 

 
Нетрудно показать, что в случае четной функции с перио-

дом 2l все =0 и, следовательно, в ряде Фурье такой функции 
нет членов с синусами (см.[3]). Таким образом, если четная с пе-
риодом 2l функция удовлетворяет условию Дирихле на отрезке 
[0,l], то 

 

где 

 

Заметим, что если на отрезке [0,l] определена какая-нибудь 
функция, то она может быть единственным образом продолжена 
на всю числовую ось так, что полученная таким образом функция 
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3. Ряды Фурье для четных и нечетных функций 
с произвольным периодом. О разложении в ряды 

косинусов и синусов функций, 
заданных на отрезке [0,l]

Нетрудно показать, что в случае четной функции с периодом 2l все 
bn= 0 и, следовательно, в ряде Фурье такой функции нет членов с сину-
сами (см.[3]). Таким образом, если четная с периодом 2l функция удов-
летворяет условию Дирихле на отрезке [0,l], то
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где

Заметим, что если на отрезке [0,l] определена какая-нибудь функция, 
то она может быть единственным образом продолжена на всю числовую 
ось так, что полученная таким образом функция будет четной с перио-
дом 2l. В самом деле, возьмем график заданной функции на отрезке [0,l] 
и отобразим его симметрично относительно оси ординат, а затем присо-
единим к образовавшемуся графику все его горизонтальные смещения 
на расстояния кратные 2l. Ясно, что если исходная функция удовлетво-
ряет условию Дирихле на отрезке [0,l], то построенная функция будет 
раскладываться в ряд Фурье только по косинусам, сходящийся к ней на 
всей числовой оси, который и будет аппроксимировать исходную функ-
цию на отрезке [0,l].

В случае же нечетной функции с периодом 2l все an=0 (см.[3]) и, сле-
довательно, в ряде Фурье такой функции нет свободного членов и чле-
нов с косинусами. Таким образом, если нечетная с периодом 2l функция 
удовлетворяет условию Дирихле на отрезке [0,l], то

где

Заметим, что если на отрезке [0,l] определена какая-нибудь функция, 
то она может быть единственным образом продолжена на всю числовую 
ось так, что полученная таким образом функция будет нечетной с пери-
одом 2l. В самом деле, возьмем график заданной функции на интерва-
ле (0,l) и отобразим его симметрично относительно начала координат, а 
затем присоединим к образовавшемуся графику все его горизонтальные 
смещения на расстояния кратные 2l и, кроме того, в точках с координа-
тами nl (n=0,1,2,3,….) значениями построенной функции будем считать 
равными нулю. Ясно, что если исходная функция удовлетворяет условию 
Дирихле на отрезке [0,l], то построенная функция будет раскладываться 
в ряд Фурье только по синусам, сходящийся к ней на всей числовой оси, 
который и будет аппроксимировать исходную функцию на отрезке [0,l].
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данной функции на отрезке [0,l] и отобразим его симметрично 
относительно оси ординат, а затем присоединим к образовавше-
муся графику все его горизонтальные смещения на расстояния 
кратные 2l. Ясно, что если исходная функция удовлетворяет 
условию Дирихле на отрезке [0,l], то построенная функция будет 
раскладываться в ряд Фурье только по косинусам, сходящийся к 
ней на всей числовой оси, который и будет аппроксимировать 
исходную функцию на отрезке [0,l]. 

В случае же нечетной функции с периодом 2l все =0 
(см.[3]) и, следовательно, в ряде Фурье такой функции нет сво-
бодного членов и членов с косинусами. Таким образом, если не-
четная с периодом 2l функция удовлетворяет условию Дирихле 
на отрезке [0,l], то 
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Задача3. Продлить функцию f(x) = cos3(5x) - 12x заданную на отрезке 
[0,5] периодически на всю числовую ось четным и нечетным образом. 
Начертить графики полученных таким образом функций, а также гра-
фики частичных сумм их рядов Фурье 2-ого, 20-ого и 40-ого порядка по 
косинусам и синусам, соответственно. Для решения задачи воспользо-
ваться средствами программы Mathematica.

Решение. Для начала найдем частичные суммы ряда Фурье по ко-
синусам заданных порядков и продленную четным, периодическим 
образом на отрезок [-15,15] функцию f(x) с помощью указанного ниже 
оператора программы Mathematica.

Построим графики найденных функций, указав обязательно грани-
цы изменения переменной y с помощью опции «PlotRange->» операто-
ра «Plot»:
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Теперь найдем частичные суммы ряда Фурье по синусам заданных 
порядков и продленную нечетным, периодическим образом на отрезок 
[-15,15] функцию f(x) с помощью указанного ниже оператора програм-
мы Mathematica.
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Построим графики найденных функций:

Задачи для самостоятельного решения. Продлить функцию f(x) за-
данную на отрезке [0,l] периодически на всю числовую ось четным 
и нечетным образом. Начертить графики полученных таким образом 
функций, а также графики частичных сумм их рядов Фурье 2-ого, 20-
ого и 40-ого порядка по косинусам и по синусам, соответственно. Для 
решения задачи воспользоваться средствами программы Mathematica. 
Данные для задачи представлены в следующей таблице:

Вар. f(x) l Вар. f(x) l
1. 2x2 + 2x +1 1 13. x3 + 2x 23

2. e2x + 2 2 14. cos2 (3x) - 2x 21

3. x3 -1 4 15. 2x - sin(3x -π / 3) 19

4. sh(2x) - 4 3 16. sh(2x) +14x 8

5. x2 - 2x +1 8 17. x2 - sin(7x - 2π / 3) 17

6. ch(2x) - 4x 1 18. sin2 (3x) - x2 15

7. e-x +1 12 19. x3 + cos(3x +π / 3) 13

8. sin(-3x) + 2x 14 20. ch(x / 2) - x - 7 11
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Вар. f(x) l Вар. f(x) l
9. cos(5x +π / 2) - ex 16 21. x4 - sin(3x -π / 3) 9

10. 7x3 - 4 18 22. cos2 (3x) - 2x3 7

11. sh(x) - x 2 23. 2 + x - sin(11x + 7π / 3) 5

12. cos(x) + 2x 22 24. ch(3x) - x2 2

4. Уравнение свободных малых поперечных 
колебаний струны и его решение методом Фурье
Струной будем называть упругую нить, не сопротивляющуюся изги-

бу, но оказывающую сопротивление растяжению, то есть напряжение, 
возникающее в струне, всегда направлено по касательной к ее мгно-
венному профилю. Будем считать, что струна расположена вдоль оси 
Оx; движение струны происходит только в одной плоскости, и в этой 
плоскости каждая точка движется в направлении, перпендикулярном 
оси Оx; функция смещения струны u(x,t) - величина отклонения точки 
струны с координатой x в момент времени t; угловые коэффициенты ка-
сательных к линии прогиба достаточно малы, то есть струна совершает 
малые колебания. Можно показать, что если рассматриваемая струна 
однородна и совершает свободные колебания без воздействия внешних 
сил, то функция смещения u(x,t) будет удовлетворять линейному одно-
родному уравнению с частными производными второго порядка:

где а-постоянное положительное число.
Предположим теперь, что в каждой точке струны известно ее на-

чальное положение и начальная скорость. Тогда на u(x,t) должны быть 
наложены ограничения вида 
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ми условиями. Кроме этого, будем считать, что струна имеет конечную 
длину l и ее концы с абсциссами 0 и l закреплены. Тогда функция u(x,t) 
должна удовлетворять следующим граничным условиям:
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Заметим также, что для того, чтобы начальные и граничные ус-
ловия были согласованы необходимо наложить следующие условия: 
f (0) = f (l) = g(0) = g(l) = 0.

Таким образом поставлена краевая задача для одномерного волно-
вого уравнения.

с начальными условиями

и граничными условиями

Применив к решению этой задачи метод разделения переменных 
(метод Фурье), получим общее решение в виде (см.[4]):

где

Из теории рядов Фурье известно (см.[2],[3]), что для того, чтобы ряд 
(4.1) действительно был решением поставленной краевой задачи доста-
точно, например, чтобы функции f(x), g(x) удовлетворяли следующим 
условиям: нечетная функция с периодом 2l, совпадающая с  на [0,l], 
трижды непрерывно дифференцируема и нечетная функция с периодом 
2l, совпадающая с f(x) на [0,l], дважды непрерывно дифференцируема.

Задача 4. Туго натянутая гибкая струна имеет закрепленные концы 
в точках x=0 и x=17.В момент времени t=0 струне придано положение 
f (x) = 0,7sin2 (πx /17) и начальная скорость g(x) = x(17 - x) /17. Восполь-
зовавшись первыми шестьюдесятью слагаемыми ряда (4.1), начертить 
положение струны в моменты времени t=1,2,18,32,33.Найти смещение 
точки х=8,5 струны в момент времени t=1. Для решения задачи вос-
пользоваться средствами программы Mathematica.
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Решение. Для начала найдем частичные суммы ряда (4.1) при 
t=1,2,18,32,33 с помощью указанного ниже оператора программы 
Mathematica.

Найдем смещение точки х=8,5 струны в момент времени t=1:
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Получим:

u(8,5;1) = 3,94912.

Построим теперь искомые положения струны:

Задачи для самостоятельного решения. Туго натянутая гибкая 
струна имеет закрепленные концы в точках x=0 и x=l. В момент вре-
мени t=0 струне придано положение f(x) и начальная скорость g(x).
Воспользовавшись первыми шестьюдесятью слагаемыми ряда (4.1), 
начертить положение струны в моменты времени t=1,2,18,32,33. Найти 
смещение точки струны x=l/2 в момент времени t=1. Для решения за-
дачи воспользоваться средствами программы Mathematica. Данные для 
задачи представлены в следующей таблице: 
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5. Уравнение распространения тепла в однородном 
изолированном стержне 

 
Рассмотрим идеально тонкий однородный изолированный 

стержень, расположенный вдоль оси абсцисс. Обозначим через 
температуру точки стержня в точке x в момент времени t. 

Из физических соображений следует, что функция , выра-
жающая закон распространения тепла в стержне, удовлетворяет 
линейному однородному уравнению с частными производными 
второго порядка 

 

где a- постоянное положительное число (см.[4]). 
Если стержень имеет конечную длину l и на его концах с 

абсциссами 0 и l поддерживается постоянная нулевая температу-
ра, то возникают граничные условия  

 
Предположим теперь, что в начальный момент каждой точ-

ке стержня придана начальная температура , тогда на функцию 
 должно быть наложено начальное условие вида 
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5. Уравнение распространения тепла 
в однородном изолированном стержне

Рассмотрим идеально тонкий однородный изолированный стержень, 
расположенный вдоль оси абсцисс. Обозначим через u(x,t) температуру 
точки стержня в точке x в момент времени t. Из физических соображе-
ний следует, что функция u(x,t), выражающая закон распространения 
тепла в стержне, удовлетворяет линейному однородному уравнению с 
частными производными второго порядка

где a- постоянное положительное число (см.[4]).
Если стержень имеет конечную длину l и на его концах с абсциссами 

0 и l поддерживается постоянная нулевая температура, то возникают 
граничные условия 

Предположим теперь, что в начальный момент каждой точке стерж-
ня придана начальная температура , тогда на функцию u(x,t) должно 
быть наложено начальное условие вида

где f(x) - заданная функция, причем f(0) = f(l) = 0

Таким образом поставлена краевая задача для одномерного уравне-
ния теплопроводности

с начальным условием

и граничными условиями
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где -заданная функция, причем  
Таким образом поставлена краевая задача для одномерного 

уравнения теплопроводности 
 

с начальным условием 
 

и граничными условиями 
 

Применив к решению этой задачи метод разделения пере-
менных (метод Фурье), получим общее решение в виде (см. [4]): 

                          (5.1) 

где 

 

Из теории рядов Фурье известно (см. [2],[3]), что для того, 
чтобы ряд (5.1) действительно был решением поставленной крае-
вой задачи достаточно, например, чтобы функция  удовле-
творяла следующим условиям: функция  на [0,l] допускает 

разложение по синусам  и при этом ряд 

 сходится. 

Задача 5. Начертить поверхность распределения температуры (в 
зависимости от времени t и точки стержня x) в однородном 
стержне, поверхность которого тепло-изолирована, (a=1) длины 
11, на концах стержня поддерживается нулевая температура. В 
начальный момент времени в каждой точке стержня задана тем-

пература Для решения задачи вос-

пользоваться средствами программы Mathematica. 
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Применив к решению этой задачи метод разделения переменных 
(метод Фурье), получим общее решение в виде (см. [4]):

где

Из теории рядов Фурье известно (см. [2],[3]), что для того, чтобы 
ряд (5.1) действительно был решением поставленной краевой задачи 
достаточно, например, чтобы функция f(x) удовлетворяла следующим 
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и граничными условиями

 

 

Решение. Поставим для начала краевую задачу: найти решение 
 уравнения 
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Воспользовавшись шестьюдесятью членами ряда (5.1) при 
заданных  и l, представляющего собой общее решение так 
поставленной краевой задачи и следующим оператором про-
граммы Mathematica, начертим поверхность . Для построе-
ния поверхностей в среде используемой нами программы нужны 
операторы трехмерной графики «Plot3D», имеющие множество 
параметров, правильно используя которые можно добиться точ-
ности и наглядности интересующей нас поверхности. 
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имеющие множество параметров, правильно используя которые можно 
добиться точности и наглядности интересующей нас поверхности.
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Задачи для самостоятельного решения. Начертить поверхность 
распределения температуры (в зависимости от времени t и точки 
стержня x) в однородном стержне (a=1) длины l, боковая поверх-
ность которого тепло-изолирована и на концах его поддержива-
ется нулевая температура. В начальный момент времени в каж-
дой точке стержня задана температура  Для решения задачи 
воспользоваться средствами программы Mathematica. Данные для 
задачи представлены в следующей таблице: 

№ f(x) l № f(x) l 
1 

 
22 13 

 
1 

2 
 

21 14 
 

2 

3 
 

20 15 
 

3 

4 

 

19 16 
 

4 

.f(x)

î
í
ì

££+

<£

.2/,1

,2/0,13
2 lxlx

lx

î
í
ì

££-
<£+

.2/,11
,2/0,113 3

lxlx
lxx

ïî

ï
í
ì

££+

<£-

.2/,

,2/0,2913
2

3

lxlxx

lxx

î
í
ì

££+
<£+

.2/,23
,2/0,132

lxlx
lxx

î
í
ì

££+

<£+

.2/,1

,2/0,413
3 lxlx

lxx

ïî

ï
í
ì

££+

<£

.2/,

,2/0),(2
3

2

lxlxx

lxxch

î
í
ì

££+

<£-

.2/,117

,2/0,28
2 lxlx

lxx

î
í
ì

££-
<£+

.2/,67
,2/0,13 3

lxlx
lxx



Ряды Фурье

33

Задачи для самостоятельного решения. Начертить поверхность 
распределения температуры (в зависимости от времени t и точки стерж-
ня x) в однородном стержне (a=1) длины l, боковая поверхность которого 
тепло-изолирована и на концах его поддерживается нулевая температура. 
В начальный момент времени в каждой точке стержня задана темпера-
тура f(x) Для решения задачи воспользоваться средствами программы 
Mathematica. Данные для задачи представлены в следующей таблице:
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6. Решение методом Фурье общей краевой задачи для не-

однородного уравнения теплопроводности 
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а функцию v(x, t) найдем как решение уравнения

где 
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при начальном условии

и краевых условиях
(6.4’’)

Решение задачи нахождения функции v1(x,t) (6.3)-(6.3”) будем искать 
в виде ряда Фурье 

                                   (6.5)

по собственным функциям однородной задачи. Функцию 
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где  Подставив представления (6.4)-
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Решение задачи (6.4)-(6.4”) было рассмотрено в пункте 5 и имеет вид:

где

Окончательно, решение краевой задачи (6.1)-(6.1”) имеет вид:
     (6.9)

где

и

Задача 6. Температура u(x,t) в каждой точке x однородного стержня 
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(боковая поверхность стержня не изолирована) Начальная температура 
стержня u(x,0) = x*(x+5), 0 ≤ x ≤ 11. На концах стержня поддерживается 
температура:

Начертить поверхность распределения температуры в зависимости от 
времени t и точки стержня x. Для решения задачи воспользоваться сред-
ствами программы Mathematica.

Решение. Поставим для  начала краевую задачу: найти решение 
u(x,t) уравнения

с начальным условием

и граничными условиями

Воспользовавшись сорока членами ряда (6.9), представляющего 
собой общее решение так поставленной краевой задачи и следующим 
оператором программы Mathematica, начертим поверхность u(x,t).
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Задачи для самостоятельного решения. Температура u(x,t) в ка-
ждой точке x однородного стержня длины l в момент времени t задается 
уравнением

(боковая поверхность стержня не изолирована) Начальная температура 
стержня u(x,0) = Ψ(x), 0 ≤ x ≤ 1 На концах стержня поддерживается 
температура: 
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ся средствами программы Mathematica. Данные для задачи пред-
ставлены в следующей таблице: 
  № a l   

 
 

1 0.9 9 
 

 
 

 

2 0.7 7     

),( txu

0,0),,(2

2
2 >££+
¶
¶

=
¶
¶ tlxtxf

x
ua

t
u

.0),()0,( lxxxu ££=y
.0),(),(,0),(),0( 21 >=>= tttlutttu µµ

),( txf )(xy )(1 tµ )(2 tµ

)5.4( 22 -tx )5.4/sin()4,4( 3 xx p- 225t- t6,0

tx +7 )
7

sin()2,23,1( 2 xx p
- t7 tte 7,0-

 Начертить по-
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  № a l f(x,t) Ψ(x) µ1(t) µ2(t)
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7. Уравнение Лапласа. Внутренняя и внешняя задачи Ди-

рихле для круга 
 
Уравнением Лапласа для функции  называется урав-

нение: 
 

где  - оператор Лапласа или лапласиан. Этим хо-

рошо известным уравнением (и трехмерным его аналогом) опи-
сываются многие физические явления. Назовем некоторые из 
них: стационарное тепловое поле, инфильтрация в пористых сре-
дах, безвихревое течение идеальной жидкости, распределение 
гравитационного потенциала и т.д. 

Внутренняя задача Дирихле для круга формулируется сле-
дующим образом: найти значение функции  в любой точке 
внутри круга с границей r=a , где - однозначная непрерыв-
ная функция в замкнутой круговой области, удовлетворяющая 
уравнению 

 
и граничному условию 

 
Уравнение Лапласа записано здесь в полярных координатах. 
Применив метод разделения переменных (метод Фурье) 

найдем общее решение поставленной задачи (см. [4]): 
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- оператор Лапласа или лапласиан. Этим хорошо известным уравнени-
ем (и трехмерным его аналогом) описываются многие физические явле-
ния. Назовем некоторые из них: стационарное тепловое поле, инфиль-
трация в пористых средах, безвихревое течение идеальной жидкости, 
распределение гравитационного потенциала и т.д.

Внутренняя задача Дирихле для круга формулируется следующим 
образом: найти значение функции u(r,ϕ) в любой точке внутри круга с 
границей r=a , где u(r,ϕ) - однозначная непрерывная функция в замкну-
той круговой области, удовлетворяющая уравнению
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и граничному условию
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Уравнение Лапласа записано здесь в полярных координатах.
Применив метод разделения переменных (метод Фурье) найдем об-

щее решение поставленной задачи (см. [4]):
              (7.1)
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где
В н е ш - няя задача 

Дирихле задается условиями:

где функция u(r,ϕ) непрерывна при r ≥ a , ограничена при r → ∞ и

где ƒ(ϕ) - непрерывная на окружности r = a функция.
Применив метод разделения переменных (метод Фурье) найдем об-

щее решение поставленной задачи (см.[4]):

(7.2)

где

Задача 6. Начертить поверхность распределения потенциала во всех 
точках плоскости внутри и снаружи окружности радиуса 5, на кото-
рой поддерживается стационарное распределение электрического по-
тенциала 

 

 

 

Внешняя задача Дирихле задается условиями: 
 

где функция  непрерывна при , ограничена при  
и 

 
где - непрерывная на окружности  функция. 

Применив метод разделения переменных (метод Фурье) 
найдем общее решение поставленной задачи (см.[4]): 

          (7.2) 
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всех точках плоскости внутри и снаружи окружности радиуса 5, 
на которой поддерживается стационарное распределение элек-
трического потенциала  
Для решения задачи воспользоваться первыми двадцатью (деся-
тью) слагаемыми приближенных решений(7.1)-(7.2), вычислен-
ных в среде программы Mathematica. 
Решение. Ясно, что для решения задачи нужно решить внутрен-
нюю и внешнюю задачи Дирихле для круга с заданным краевым 
условием. Поставим для начала внутреннюю задачу Дирихле: 
найти решение  уравнения 

 

,...3,2,1,)sin()(1

,)cos()(1,)(1

2

0

2

0

2

0
0

==

==

ò

òò

ndnf
a

b

dnf
a

adfa

nn

nn

p

pp

jjj
p

jjj
p

jj
p

,20,,0 pj ££>=D aru
),( jru ar ³ ¥®r

,20),(),( pjjj ££= fau
)(jf ar =

å
¥

=

- ++=
1

0 ),sin()cos((
2

),(
n

nn
n nbnararu jjj

,...3,2,1,)sin()(

,)cos()(,)(1

2

0

2

0

2

0
0

==

==

ò

òò

ndnfab

dnfaadfa

n

n

n

n

p

pp

jjj
p

jjj
p

jj
p

.20),3)((cos5)(),5( 2 pjjjj ££+== fu

),( jru
pj 20,50,0 ££££=D ru

 Для решения 
задачи воспользоваться первыми двадцатью (десятью) слагаемыми 
приближенных решений(7.1)-(7.2), вычисленных в среде программы 
Mathematica.
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7. Уравнение Лапласа. Внутренняя и внешняя задачи Ди-

рихле для круга 
 
Уравнением Лапласа для функции  называется урав-

нение: 
 

где  - оператор Лапласа или лапласиан. Этим хо-

рошо известным уравнением (и трехмерным его аналогом) опи-
сываются многие физические явления. Назовем некоторые из 
них: стационарное тепловое поле, инфильтрация в пористых сре-
дах, безвихревое течение идеальной жидкости, распределение 
гравитационного потенциала и т.д. 

Внутренняя задача Дирихле для круга формулируется сле-
дующим образом: найти значение функции  в любой точке 
внутри круга с границей r=a , где - однозначная непрерыв-
ная функция в замкнутой круговой области, удовлетворяющая 
уравнению 

 
и граничному условию 

 
Уравнение Лапласа записано здесь в полярных координатах. 
Применив метод разделения переменных (метод Фурье) 

найдем общее решение поставленной задачи (см. [4]): 
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Внешняя задача Дирихле задается условиями: 
 

где функция  непрерывна при , ограничена при  
и 

 
где - непрерывная на окружности  функция. 

Применив метод разделения переменных (метод Фурье) 
найдем общее решение поставленной задачи (см.[4]): 

          (7.2) 

где 
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Внешняя задача Дирихле задается условиями: 
 

где функция  непрерывна при , ограничена при  
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где - непрерывная на окружности  функция. 

Применив метод разделения переменных (метод Фурье) 
найдем общее решение поставленной задачи (см.[4]): 

          (7.2) 
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Внешняя задача Дирихле задается условиями: 
 

где функция  непрерывна при , ограничена при  
и 

 
где - непрерывная на окружности  функция. 

Применив метод разделения переменных (метод Фурье) 
найдем общее решение поставленной задачи (см.[4]): 

          (7.2) 
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Внешняя задача Дирихле задается условиями: 
 

где функция  непрерывна при , ограничена при  
и 

 
где - непрерывная на окружности  функция. 

Применив метод разделения переменных (метод Фурье) 
найдем общее решение поставленной задачи (см.[4]): 

          (7.2) 

где 

 

Задача6. Начертить поверхность распределения потенциала во 
всех точках плоскости внутри и снаружи окружности радиуса 5, 
на которой поддерживается стационарное распределение элек-
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Для решения задачи воспользоваться первыми двадцатью (деся-
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Внешняя задача Дирихле задается условиями: 
 

где функция  непрерывна при , ограничена при  
и 

 
где - непрерывная на окружности  функция. 

Применив метод разделения переменных (метод Фурье) 
найдем общее решение поставленной задачи (см.[4]): 

          (7.2) 
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Задача6. Начертить поверхность распределения потенциала во 
всех точках плоскости внутри и снаружи окружности радиуса 5, 
на которой поддерживается стационарное распределение элек-
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Решение. Ясно, что для решения задачи нужно решить внутреннюю 
и внешнюю задачи Дирихле для круга с заданным краевым условием. 
Поставим для начала внутреннюю задачу Дирихле: найти решение 
u(r,ϕ) уравнения

 

 

 

Внешняя задача Дирихле задается условиями: 
 

где функция  непрерывна при , ограничена при  
и 

 
где - непрерывная на окружности  функция. 

Применив метод разделения переменных (метод Фурье) 
найдем общее решение поставленной задачи (см.[4]): 

          (7.2) 

где 
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с граничным условием

 

 

с граничным условием 
 

Воспользовавшись двадцатью членами ряда (7.1) при задан-
ных  и a, представляющего собой общее решение так по-
ставленной краевой задачи, и следующим оператором программы 
Mathematica, начертим поверхность. 

 

 
Поставим внешнюю задачу Дирихле: найти решение  

уравнения  
 

с граничным условием 

.20),3)((cos5)(),5( 2 pjjjj ££+== fu

)(jf

),( jru

pj 20,5,0 ££>=D ru

Воспользовавшись двадцатью членами ряда (7.1) при заданных ƒ(φ) 
и a, представляющего собой общее решение так поставленной краевой 
задачи, и следующим оператором программы Mathematica, начертим 
поверхность.

 

 

с граничным условием 
 

Воспользовавшись двадцатью членами ряда (7.1) при задан-
ных  и a, представляющего собой общее решение так по-
ставленной краевой задачи, и следующим оператором программы 
Mathematica, начертим поверхность. 
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Поставим внешнюю задачу Дирихле: найти решение u(r, φ) уравнения 
∆u = 0, r > 5, 0 ≤ φ ≤ 2π

с граничным условием
u(5,φ) = ƒ(φ) = 5(cos2(φ) + 3), 0 ≤ φ ≤ 2�.

Воспользовавшись двадцатью членами ряда (7.2) при заданных ƒ(φ) 
и a, представляющего собой общее решение так поставленной краевой 
задачи, и следующим оператором программы Mathematica, начертим 
поверхность u(r, φ).

 

 

 
Воспользовавшись двадцатью членами ряда (7.2) при задан-

ных  и a, представляющего собой общее решение так по-
ставленной краевой задачи, и следующим оператором программы 
Mathematica, начертим поверхность . 

 
 

 
Задачи для самостоятельного решения. Начертить поверхность 
распределения потенциала во всех точках плоскости внутри и 
снаружи окружности радиуса a, на которой поддерживается ста-
ционарное распределение электрического потенциала  
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Задачи для самостоятельного решения. Начертить поверхность 
распределения потенциала во всех точках плоскости внутри и снаружи 
окружности радиуса a, на которой поддерживается стационарное рас-
пределение электрического потенциала 

u(a, φ) = ƒ(φ), 0 ≤ φ ≤ 2�
Для решения задачи воспользоваться первыми двадцатью (десятью) 

слагаемыми приближенных решений (6.3)-(6.4), вычисленных в среде 
программы Mathematica. Данные для задачи представлены в следую-
щей таблице:

№ ƒ(φ) a
1. 7φ (2� - φ)eφ 5,1
2. 7,5sin(6φ)ch(3,5φ) 5,2
3. 11(sin3(φ) + 2,7)eφ(2� -φ) 5,3
4. φ(φ - 2�)sh(2φ - 1) 5,4
5. 9φ2(2� - φ)eφ/2 5,5
6. (cos2(3φ) - 1)(φ + 5) 5,6
7. (cos2(5φ) - 1)(φ2 + 2φ) 5,7
8. 12(sin5(φ) + 0,6)eφ(2� - φ) 5,8
9. 3(φ + 1)(φ - 2�)sh(7,2φ) 5,9
10. 17(φ2 - 2�φ +7)cos(φ) 6,0
11. 25(φ3 - (2�)3)sh(3φ) 6,1
12. 19(sin5(2φ) - 1) 6,2
13. 3(φ2 - 2�φ)eφ/4 6,3
14. 7,5cos(6φ) + φ2 - 2�φ 6,4
15. 13(sin3(2φ) + 1,7)eφ(2� - φ) 6,5
16. φ(φ - 2�)ch(3φ - 1) 6,6
17. 7φ3(2� - φ)e3φ/2 6,7
18. (cos2(4φ) - 1)(φ + 11) 6,8
19. (cos2(3φ) - 1)(φ2 - 12φ) 6,9
20. 11(sin3(φ) - 1,6)eφ(2� - φ) 7,0
21. 13(φ + 7)(φ - 2�)sh(8,2φ) 7,1
22. 15(φ2 - 2�φ + 5)cos(φ) 7,2
23. 5(φ3 - (2�)3)sh(2φ) 7,3
24. 9(sin5(3φ) - 1) 7,4
Замечание 7.1. При решении задач этого пункта могут получаться 

самые разнообразные поверхности распределения потенциала. Приве-
дем здесь для примера решение внутренней и внешней задачи Дирихле 
для примера №6.
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Внутренняя задача:

Внешняя задача:

Замечание 7.2. Чертежи графиков и поверхностей решений уравне-
ний математической физики интересны только для понимания физиче-
ского смысла найденных решений. Для нахождения точных значений 
решения необходимо, конечно, вычислять эти значения, как это было 
сделано при решении задачи 4.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В пособии остались не рассмотренными вопросы преобразования 
функций, то есть построение образов функций при преобразовании 
Фурье, Лапласа и др., а также не приведены примеры решения неод-
нородных уравнений гиперболического и эллиптического типа. Такие 
задачи не менее интересны и полезны для студентов, а решение их с по-
мощью современных вычислительных методов представляет не толь-
ко образовательный, но и научный интерес. Возможно, исследование 
поставленных вопросов и будет находиться в круге интересов автора в 
дальнейшем.
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